微分 几何 讲义 


(第 一 版 ) 
陈省身 ” 陈 维 桓 著 


NI 会 峻 


(这 内 
XD 


NAIR 


ISBN 7-301-05151-4 


9 出 | 1 | 


ISBN 7-301-05151-4/O . 512 
定价 ; 21.00 元 


CAU 1 
(CCCe 人 > 
北京 大学 数学 丛书 
微分 几何 讲义 
(种 一 版 ) 
陈省身 ” 陈 维 醒 著 


有 


A0957485 


图 书 在 版 编 吓 (CIP)? 数 据 


微分 几何 讲义 /陈省身 , 陈 维 桓 著 ,一 2 版 . 一 北京 : 北京 大 学 出 
版 社 ,2001. 10 

(北京 太 学 数学 从 书 ) 

ISBN 7-301-05151-4 


1 . 微 … IT 个 陈 … 团 陈 …… 二 ,微分 几何 NN. 0186.1 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2001) 第 049415 号 


书 名 ; 微分 几何 讲义 (第 二 版 ) 
著作 足 尾 者 ; 陈省身 ” 陈 维 柜 著 
贵人 性 编辑 ; 师 淑 清 
标准 书号 :TISBN 7-301-05151-4/O 。512 
出 版 者 :北京 大 学 出 版 社 
地 址 ; 北京 市 海淀 区 中 关 村 北京 夫 学 校内 ”100871 
网 赴 ，http :Acebs. pku. edu, en 
电 话 : 出 版 部 52752015 ”发 行 部 62754140 理科 编辑 部 62752021 
电子 傅 箱 : zpup 久 pup. pku,edu.en 
印 慢 者 :北京 大 学 印刷 厂 
发 行 者 : 北京 天 学 出 版 社 
经 销 者 : 新 举 书店 
850 毫米 X11658 毫米 32 开 本 12. 375 印张 ”305 和 干 字 
1983 年 12 月 第 一 版 。” 2001 年 10 月 第 二 版 
2001 年 10 月 第 五 次 印刷 
数 : 31001 一 36000 册 
: 21.00 元 


| 
字 


pp PP eb ee er eer 


第 二 版 序 


本 版 与 初版 不 同 处 是 增添 了 第 八 章 Finsler 几何 。 这 其 实 是 
1854 年 Riemann 原来 的 提议 。 他 试 了 四 次 微分 式 的 四 次 根 ,发 现 
计算 很 莹 , 便 限 于 二 次 微分 式 , 即 现在 熟知 的 黎 曙 几何。 

近 百 年 来 , 黎 曼 几何 是 微分 几何 的 主要 内 容 , 发 展 广泛 。 自 然 
有 推广 的 需要 ， 

我 想 , 最 自然 的 推广 是 回 到 Riemann 原来 的 定义 ,现在 叫做 
“Finsler 几何 ”。 这 就 是 变 分 学 , 几 百 年 来 都 是 数学 的 中 心 课题 。 

Finsler 的 论文 发 表 在 1918 年 。 第 一 步 研究 是 Finsler 几何 的 
局 部 性 质 。 这 并 不 简单 : Riemarn 没有 做 ,而 Cartan 的 联络 坚持 
了 内 积 不 变 的 性 质 , 因 之 陷入 复杂 的 计算 。 本 版 书 中 引进 了 我 二 
1948 年 所 定 的 联络 。 我 想 , 这 是 Finsler 几何 的 适当 工具 ,值得 费 
点 时 间 去 了 解 。 


陈省身 
2001 年 6 月 12 日 于 
天 津南 开 数学 研究 所 


微分 几何 的 过 去 二 未 来 ( 代 序 ) 


徽 分 几何 时 出 发 点 是 微 积 分 : 一 茶 曲 线 的 切线 和 微分 是 同一 
个 慨 念 。 同样 ,一 条 封闭 曲 线 所 包围 的 面积 的 理论 就 是 积分 论 ， 
“ 微 积分 在 几何 上 的 应 用 ?演变 成 曲线 论 及 曲面 论 。 微 分 几何 初期 
作出 重要 的 贡献 的 , 当 推 L. Euler (1707 一 1783),G,. Monge (]746 
~1818), 

微分 几何 的 始祖 是 C.F. Gauss (1777~1855), 他 的 曲 闸 论 建 
立 了 曲面 的 第 一 基本 式 所 黄 定 的 几何 ,并 把 欧 氏 艺 何 推广 到 曲面 
上 “弯曲 ”的 几何 。B. Riemann (1826 一 1866) 在 1854 年 所 做 的 有 
名 的 演讲 把 这 个 理论 推广 到 维 空 间 。 黎 曼 几 何 就 在 此 年 出 生 ， 

黎 坚 的 演讲 直到 1868 年 他 死 后 才 发 表 , 当 即 引起 许多 新 小 作 
来 处 理 和 推展 他 的 新 几何 。 主 要 的 作者 包括 EE. Beltrami, E. EB. 
Christoffel，R. Lipschitz; 他 们 的 论 关 都 发 表 在 1870 年 正 帮 。 
Christoffel 是 一 位 开拓 的 大 师 。 他 一 度 在 瑞士 的 苏 黎 士 任教 授 , 因 
此 影响 及 于 意大利 的 数学 家 ,有 LL. Bianchi 矿工 .Ricej 前 者 是 第 
一 个 用 “微分 几何 ” 作 书 名 的 CEezioni di Geometria Differenziale, 
Pisa,1893); 后 者 是 “ 张 量 分 析 ” 的 始祖 ， 

歼 曼 几何 之 大 受 重 视 ,由 于 爱 因 斯 坦 之 广 六 相对论. 爱 氏 把 引 
力 现 象 释 成 黎 曼 空间 的 曲率 性 质 , 因 之 ,物理 现象 变 成 几何 现象 
微分 儿 何 的 了 解 遂 为 理论 物理 学 者 所 必需 ， 

同 在 1870 年 Felix Klein 发 表 了 他 的 Erlanger Programm, 这 
个 计划 把 几何 学 定 为 一 个 变换 群 下 的 不 变性 质 , 视 变换 群 的 选择 ， 
我 们 有 欧 氏 或 非 欧 几何 学 ,投影 几何 学 、 仿 射 几何 学 等 等 。 这 些 空 
间 内 的 支流 形 的 研究 成 为 相当 的 微分 几何 学 , 20 世纪 初期 投影 微 
分 儿 何 的 研究 相当 活跃 ,领导 者 为 美国 的 E.J. Wilczynski 太 意 大 
利 的 G. Fubini , 芍 步 青 教 授 作 过 重大 的 贡献 并 指导 了 很 多 学 生 。 
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TO 


在 仿 射 微分 几何 作 决 定性 .上 作 的 当 推 W. Blaschke。 

把 两 种 观点 融合 的 是 Elie Cartan (1869 一 1951) 。 邮 的 广义 空 
同 把 联络 作为 主要 的 儿 何 观 念 。 他 建立 的 外 微分 相 他 在 李 群 的 工 
作 , 是 近代 微分 几何 的 两 大 柱石 。 

微分 儿 何 的 主要 问题 是 整体 性 的 , 即 研 究 空间 或 流 形 的 整个 
的 性 质 , 尤 其 是 局 部 性 质 与 整体 性 质 的 关系 。Causs-Bonnet 公式 
《 昂 第 五 章 $ 4) 就 是 一 个 例子 。 

要 研究 整个 流 形 , 流 形 论 的 基础 便 成 为 必要 .这 形 内 的 坐标 是 
局部 的 ,本 身 没 有 意义 ; 流 形 研究 的 主要 目的 是 经 过 坐标 卡 变换 而 
保持 不 变 的 性 质 { 如 切 矢 其 .微分 式 等 ). 这 是 与 一 般 数学 不 同 的 地 
方 , 这 些 观 念经 过 几 十 年 的 演变 , 淅 成 定型 .将 来 数学 研究 的 对 象 ， 
必然 是 流 形 ;传统 的 实数 或 复数 空间 只 是 局 部 的 情形 (虽然 在 许多 
人 情况 下 它 会 是 最 重要 的 情形 ) 所 以 我 相信 本 书 的 内 容 会 对 一 般 数 
学 工作 者 有 用 。 

讲 到 微分 几何 的 未 来 ,当然 预测 是 很 困难 的 。19 世纪 的 深刻 
的 结果 (如 单 复 变 函 数论 ), 和 多半 是 单元 的 ,本 氨 纪 内 高 维 流 形 的 发 
展 是 辉煌 的 。 但 整个 宝藏 发 据 未 及 十 一 ,可 以 发 展 的 方向 ,多 不 胜 
数 。 数 学 的 前 途 无 基 是 可 以 预 卜 的。 

这 份 讲义 是 我 在 1980 年 春季 在 北京 大 学 的 讲课 记录 ,由 陈 维 
重 整 理 而 成 的 。 闵 时 间 限 制 , 内 容 甚 不 齐备 ,错误 亦 难免 。 北 大 同 
人 尤其 是 自学 复 教授 的 支持 和 江 泽 泛 教 授 的 关心 ,是 这 个 课 的 主 
要 动力 。 吴 光 舌 教授 在 讲义 整理 过 程 中 提供 了 许多 宝贵 意见 ， 品 
大 任教 授 曾 读 过 书稿 ,并 提 了 不 少 改进 的 意见 , 田 畴 同志 也 读 过 书 
稿 , 并 特 为 讲义 翻译 了 附录 一 一 一 “ 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 曲 而 ”此 
外 ,我 在 北大 讲课 时 , 章 学 诚 , 尤 东 业 、 刘 旺 金 . 韩 念 国 .周作 领 、 刘 
应 明 、 孙 板 祖 、 李 安民 和 陈 维 福 等 同志 为 记录 和 辅导 做 了 不 少 工 
作 。 今 天 很 高 兴 有 机 会 向 这 些 同 志 们 说 一 声 < 谢 谢 ” 


陈省身 
1982 年 4 月 7 日 于 美 固 加 州 
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: 说 明 

| 此 从 书 是 以 数学 ,计算 数学 ,概率 统计 及 有 关 专 业 的 高 年 
级 学 生 , 研 究 生 .青年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读 省 对 象 的 出 
EE 版 物 . 从 书 特点 是 内 容 新 颖 ,力图 反映 现代 数学 的 新 成 就 多 
| 述 精练 , 约 相当 于 一 学 期 周 学 时 为 3 的 研究 生 课程 的 取材 . 我 
4 们 编辑 出 版 此 从 书 的 主要 目的 是 为 了 适应 我 们 国家 培养 研究 
1 生 的 需要 ,同时 ,又 可 作为 数学 及 有 关系 科 高 年 级 选修 课程 的 
上 参考 书 , 为 提高 本 科 生 的 教学 质量 贡献 -- 份 力量 ， 

我 们 诚 居 地 希望 ; 广大 读者 对 于 书目 的 选择 ,内 容 的 取 
材 提出 宝贵 意见 ,作为 我 们 今后 出 版 或 再 版 时 的 参考 . 

上 《北京 大 学 数学 从 书 } 编 委 会 

| .无 所 一 年 元 月 
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第 一 章 微分 流 形 


8$ 1 微分 流 形 的 定义 


流 形 的 概念 是 欧 氏 空间 的 推广 . 粗略 地 说 , 流 形 在 每 一 点 的 近 
傍 各 区 人 氏 空 间 的 一 个 开 集 基 同 胚 的 ,因此 在 每 一 点 的 近 傍 可 以 引 
进 局 部 坐标 系 . 流 形 正 基 一 块 块 “ 欧 氏 空间 ” 精 起 来 的 结果 . 
我 们 用 R 表示 实数 域 . 设 
R™* = {z= (rr) E RIESEm), (1.1) 
好 六 "是 全 体 有 序 的 吕 个 实数 所 形成 的 数组 的 集合 ,实数 zx' 称 为 
点 ER 的 第 7 个 坐标 . 对 于 任意 的 x,yE ,aER, 合 
(x 二 y) =x 二， 
(gx) = ax', 
这 样 就 在 Rr 中 定义 了 加 法 和 对 实数 的 乘法 ,使 Rr 成 为 实数 域 虹 
上 的 mm 维 矢 量 空 间 . 
空间 R" 除 上 述 线性 构造 外 ,还 有 典型 的 拓扑 构造 , 对 x ,vyE 


R”", 命 
d(x19) 一 人 | Dr yi (1. 3) 
ol 


容易 验证 ,函数 d(x,y) 满 足下 面 三 个 条 件 : 
(1) d(xz,y) 安 0, 且 等 号 内 有 x 二 y 时 成 立 ; 
(2) 可 (zy 一 人 (yy 
《3) 对 任意 的 z,y;zER", 有 不 等 式 
GET) AY) re). 
所 以 gtr,y) 是 关中 的 有 虐 离 阔 数 ,使 R" 成 为 度量 空间 . 作为 度量 


(1.2) 


“ rep pt 
EE i a rr 


空间 ,R” 有 自然 的 拓扑 结构 2; 以 开 球 五 一 1yE 本 Cr ys<rl 
(rER",r 守 0) 的 诗集 为 开 集 . 以 (1.3) 式 为 中 次 函 数 的 m 维 矢 量 
守旧 R" 称 为 zr 维 欧 氏 空 间 ， 
设 是 定义 在 开 集 UCR”" 上 的 实 函 数 ,如 果 了 的 所 有 直到 
除 的 依 导 数 都 存在 并 且 连 续 , 则 称 上 是 ”> 次 可 微 的 ,或 称 了 是 C 
的 ,这 里 > 可 以 是 所 有 的 正 整 数 . 如 果 了 有 任意 阶 的 连续 偏 导数 ， 
则 称 六 是 C“ 的 .如果 了 是 解析 的 ,也 就 是 了 在 U 的 每 一 点 的 -个 
邻 域内 能 表 成 收 合 的 帘 级 数 , 则 记 了 是 (的 ， 
定 艾 芋 1 设 夺 是 Hausdortf 空间 . 若 对 任意 一 点 x 所 了 肛 , 郁 
有 工人 在 放 中 的 一 个 邻 域 U 同 及 于 wm 维 欧 氏 空间 Rr 的 一 个 开 集 ， 
出 称 24 是 一 个 mm 维 流 形 ( 或 拓扑 流 形 ). 
| 设 定 久 1.1 中 提 到 的 同 眶 映射 是 go: UgulU) ,这 里 gm 
是 Rr" 中 的 开 集 , 风 称 (CU,gw) 是 MM 的 一 个 坐标 卡 .因为 gw 是 同 
旺 , 对 任意 一 点 yEU ,可 以 把 po (vy) ER" 的 坐标 定义 为 y 的 华 
标 , 即 命 
w= po), yEU, f= 1 ,mm, (1 . 4) 
我 们 称 2 人 1 所 ; 委 m) 为 点 yEz 的 局 部 上 坐标， 
设 (局 ,pou) ,和 (V pr) 是 流 形 开 的 两 个 坐标 卡 , 若 吕 门 六 径 他， 
则 wk 站 了 记 和 pr(C 门 访 是 本 中 两 个 非 空 的 开 集 ,并 且 映 射 
Jr。 po conos (站 一 or 站 TV) 
建立 了 这 两 个 开 集 之 间 的 同 胚 ,其 逆 映 射 就 是 po 。 p77|, nv 
因 它 们 是 从 欧 氏 空间 的 一 个 开 集 到 另 一 个 开 集 的 映射 ,所 以 
用 坐标 表示 时 ,gpy。gw "和 gu。 qv! 分 别 表 为 欧 氏 空间 的 开 集 上 
的 天 个 实 函 数 5 见 图 1)， 
¥ = fr) ~ (py pp ee yz 
(za EE golU NM VW); (].5) 


呈 关于 拓扑 学 的 基本 要 总 ,可 看 ， 谋 活 著 拓扑 学 引 论 $ ,上海 科学 技术 出 版 
社 ,1978. 
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4 一 HEY se + 一 {Pr ° Pr Cv yy ), 
(re 站) (1.6) 


rr 一 全、 Put UN VY 
uy 各 
LT a 和 Pr! 


Pp 


轩 1 


因为 gy gr 和 pr * py! 是 互 逆 的 同 肪 映射 ,所 以 产 和 g' 都 是 
连续 曙 数 ,并 且 
Sd fr 
时 《站 (Te 一 
我 们 称 两 个 坐标 卡 (U ,gw) 和 (VY ,pr) 是 C*- 相 容 的 ,如 果 吉 站 
7 一 必 , 或 者 在 忌 门 了 关外 时 坐标 变换 函数 fi Czrl,…,x”") 利 
g (yy")》 都 是 C' 的 . 
定义 1.2 设 于 是 一 个 关 维 流 形 . 如 果 在 M 上 给 定 『- .个 
坐标 卡 集 ef 二 (0 go) 7 or) Gow) 满足 F 列 条 件 ， 
则 称 .of 是 4 的 一 个 C 微分 结构 : 
(1) {UV ,W,…}) 是 4 的 一 个 开国 ， 
(2) 属于 .er 的 任意 队 个 坐标 卡 是 C"_- 相 容 的 ， 
(3) -ef 是 极 大 的 , 即 : 对 于 M4 的 任意 -一 个 坐标 卡 ( 术 ,gw) 若 
与 属于 .er 的 每 一 个 坐标 卡 都 是 C"- 相 容 的 , 则 它 自身 必 属 于 xz. 
敬 在 M 上 给 定 了 一 个 C”- 微 分 结 移 , 则 称 M 是 一 个 C"- 微 分 
流 形 . 属于 给 定 的 微分 结构 的 坐标 卡 称 为 微分 流 形 M 的 容许 的 举 
标 卡 . 今后 谈 到 微分 流 形 M 上 点 p 附近 的 局 部 坐标 系 都 是 指 包 仿 
户 点 的 容许 坐标 卡 给 出 的 坐标 系 . 


(1.7) 


注 记 1 在 定义 1.2 中 条 件 (1) 和 (2) 是 基本 的 . 不 难 证 明 , 若 
坐标 卡 集 wz' 满 足 条 件 (1) 和 2), 则 对 任意 的 正 整 数 ,0<* 委 ~， 
存在 唯一 的 一 个 C- 微 分 结构 .wz ,使 得 .sx”'C.ew. 实 际 上 ,如 采用 
-表示 与 .sz 中 的 坐标 卡 都 星 心 - 相 容 的 坐标 卡 的 集合 , 则 .sz 是 
一 个 CC- 微 分 结构 , 它 是 由 .x' 唯 一 确定 的 . 所 以 在 构造 微分 流 形 
时 ,只 要 指出 它 的 一 个 相 容 的 坐标 鹤 盖 就 可 雇 了 了 ， 

注 记 2 在 本 书 中 ,我 们 还 假定 流 形 对 是 满足 第 一 可 数 公 理 
的 拓扑 空间 . 即 : M 有 可 数 的 拓扑 基 ( 见 第 1 页 脚注 ). 

注 记 3 着 在 M 上 确定 了 一 个 C™~- 微 分 结构 , 则 简称 M 为 光 
背 流 形 ;各 在 M 上 给 定 了 一 个 C*- 微 分 结构 , 则 称 对 为 解析 流 形 . 
本 书 主 要 讨论 光 请 流 形 ; 在 不 致 引起 混 请 时 , 常 把 光滑 流 形 简称 为 
流 形 . 

例 1 M=R", 取 U 二 MM,yv 是 值 间 映射 , 则 1 pp) 是 可 
的 一 个 坐标 著 盖 ,由 此 确定 了 R* 的 光滑 流 形 结构 , 称 为 R" 的 标 
准 微 分 结构 . 

例 2 wm 维 单位 球面 

S™ = {x €E RT| -+ Cx)? 一 卫 )， 

以 mm 二 1 为 鲍 , 取 如 下 的 四 个 坐标 卡 : 

Uz €E Six > 0), Yo(z) = 1!, 

Ux €E Slr < 0}, pv, lr) = 1!, 

Vi{rE Sr > 0 gv (rz) = x’, 

Vx €E Si 0, pv (xr) = i. 
很 清楚 , {Ui,U2,Vi,V2} 构 成 5S! 的 一 个 开 蔷 盖 . 在 交集 UV 上 
有 ( 见 图 2) 


‘1. 8) 


TM Ce), 1 < 一 0 x >0 (1. 9) 
六 4 $ 1.8 
fl 一 一 WA] 二 《5， 


它们 都 是 C~- 函 数 ,所 坟 (01,gw ) 和 (V;,gv,) 是 C~- 相 容 的 . 同 理 
可 证 ,其 余 的 任意 两 个 坐标 卡 也 都 是 C~- 相 容 的 . 因此 ,上 面 给 出 
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的 坐标 卡 使 $ 成 为 一 维 的 光滑 流 形 . 
当 六 六 时 ,S” 上 的 光滑 结构 可 以 类 似 地 定义 . 
例 3 m 维 射 影 空 间 P”. 
在 各 一 (人 中 定义 关系 一 如 下 ;， 设 zyERetI 一 10) zy 
当 且 仅 当 存 在 非 零 实数 a, 使 x=ay. 显然 ,一 是 等 价 关系 . 对 于 
ZE 要 ”一 10) ,zz 的 “一 "等 价 类 记 作 
[zj] = [za 
上 所谓 mx 维 射影 空间 P” 就 是 指 商 空间 
”一 人 0 一 一 人 LE 一 10)). 
《1. 10) 
数组 (z ,… ,zx”t1) 称 为 点 [zx] 的 齐 次 坐标 , 它 被 [zx] 确定 到 差 一 个 
非 等 实 因 子 . 很 明显 ,P" 也 是 品 妆 中 所 有 过 原点 的 直线 构成 的 空 
可 . 
日 、 
Uo= {rl "tl | x #0}, 
pt[x]) 一 CE m1 
其 中 1 十 1 各 一 过 /mr (h 关 站 ,显然 , (0,1 所 i 才 m 十 1} 枯 成 
P” 的 开 半 盖 . 在 UN 站 TU, (i 了 关 站 上 有 坐标 变 挽 


总 一 站 (A i), 


{1.11) 


{1.12) 


所 以 1 san 给 出 了 己 ” 的 苍 滑 结构 

注 记 。 上面 三 个 例子 给 出 的 坐标 覆盖 静 是 C*- 相 容 的 ;所 以 ， 
在 实际 上 它们 分 别 确 定 了 产 ,S” 和 P” 作为 解析 流 形 的 结构 . 

例 4 Milnor 性 球 . 

在 问 - :个 拓扑 流 形 上 可 能 有 不 同 的 微分 结构 . J. Milnor 在 
1956 年 给 出 -- 个 著名 的 例子 { 见 Annais of Math. ，64(1956)， 
399 一 405) ,指出 : 在 同 肘 的 拓扑 流 形 上 上 确实 存在 和 后 此 不 则 构 的 站 
清流 形 结构 ( 见 定 义 1. 3 下面 的 注 记 ) ,因此 微分 结 榴 有 独立 士 折 
扑 结 构 的 意义 . 关 寸 Milnor 怪 球 的 完全 的 叙述 和 证 明 已 超出 本 书 
的 范围 ,这 里 只 作 简 要 的 说 明 . 

在 3 上 上 取 两 个 对 径 点 4,B. 命 

Ui=S— {4}, U,— 5S:— {8B}, (1. 13) 
则 上 和 如; 构成 了 5 的 开 覆 盖 . 现在 要 把 平凡 的 球 从 UXSi 与 
P:X33: 粘 起 来 得 到 以 5S: 为 底 空间 的 三 维 球 丛 3". 

在 球 极 投影 下 ,Uh 和 Us 分别 和 Rt 是 同 胚 的 ,而 避 门 Ui 与 展 
一 {0} 辐 是 ,把 RR 一 10} 中 的 元 素 记 成 四 元 数 . 取 一 奇数 上 ,使 下 一 1 
去 0 (mod ?7). 考虑 映射 Fr; CR 一 10)) X53 一 (Ri 一 10})xS, 使 得 
对 (uo) ECR 一 {0})xS, 有 有 


下 Ww Uw’ 
ru 0) — [EE | 和 C1. 14} 


其 中 


此 . 一 上 
一 了 一 -二 (1. 15) 


且 (1. 14) 式 中 的 乘法 是 四 元 数 乘法 , | | 是 四 元 数 的 横 . 显然 , 映 
射 是 光滑 的 ,我们 把 UxS? 和 1:X5 通 过 z 粘 起 来 . 可 以 证 
明 ,这 样 得 到 的 2" 与 ? 维 单 位 球面 8$7 同 胚 , 但 是 其 微分 构造 与 57 
的 典型 微分 结构 ( 例 2? 不 相同 . 
在 沦 滑 流 形 上 ,光滑 范 数 的 概念 是 有 意义 的 . 设 了 上 是 定义 在 严 
维 站 滑 流 形 好 上 的 实 函 数 . 若 pE MU,po) 是 包含 户 点 的 容许 
tf 


坐标 卡 , 那 么 二 -。 go' 是 定义 在 欧 氏 空间 R" 的 开 集 gir0) 上 的 实 
函数 . 如 果 函 数 。 gi! 在 点 pu(p)ER" 是 C* 的, 即 了 。gi :在 点 
gr( 思 ) 的 一 个 邻 域内 有 连续 的 任意 多 次 的 偏 导数 , 则 称 隧 数 六 在 
点 pp 马帮 必 CC™Y 的 . 

晒 数 子 在 点 户 的 可 知性 与 包含 p 的 容许 坐标 卡 的 选取 是 无 
关 的 . 实际 上 , 若 有 另 一 个 包含 p 的 容许 举 标 卡 (V ,gv), 则 站 VY 
天 多, 且 

fey = Cf ep) (poo Pr); 
因为 go。gy 是 光滑 的 ,所 以 了。 yy 和 。gwr! 在 相应 点 都 是 可 
微 的 . 

如 果实 函数 在 MM 上 处 外 是 C* 的 , 则 称 了 是 M 上 的 CC- 本 
数 , 或 称 了 是 邓 上 的 光滑 函数 . IY 上 全 体 光滑 函数 的 集合 记 作 
C™ CM). 

光滑 省 数 是 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 的 重要 特例 . 

定义 1.3 设 f; MN 是 从 光滑 流 形 M 到 NN 的 一 个 连续 映 
射 ,qim M 二 mdim N =n. 者 在 一 点 p€ 对, 存在 点 思 的 容许 坐标 
卡 (D ,go) 和 点 1(p) 的 容许 坐标 卡 (V ,gv) ,使 得 映射 

Pro fe Po: put) 一 wrtV) 
在 点 gu(p) 是 C* 的 , 则 称 映射 在 点 p 是 C” 的 . 车 映射 在 作 
的 每 一 点 p 都 是 C~ 的 , 则 称 了 是 从 好 到 的 光滑 映射 . 

注 记 因为 gv。f* yo 是 从 开 集 gulU)CR" 到 开 集 vlV) 
CR" 的 连续 映射 ,所 以 它 在 点 gu《p) 的 可 微 性 是 已 有 定义 的 , 
在 点 pp 的 可 微 性 显然 与 容许 坐标 卡 (U, ww) 和 {VV， vv) 的 选取 无 
关 ， 

如 果 dim M 一 dim N ,并 且 六 M->N 是 同 胚 . 当 和/-! 都 是 
光滑 映射 的 , 则 我 们 称 六 M 一 N 是 可 微 同 胚 (如 果 光 滑 流 形 M 和 
NN 十 可 微 同 驻 的 , 则 称 对 和 的 光滑 流 形 结构 是 同 构 的 ). 上 面 
所 举 的 Milnor 怪 球 玉 与 8$ 是 拓扑 同 是 的 ,但 是 它们 不 是 可 微 同 


le ee 


胚 的 , 即 它 们 的 光滑 流 形 结构 不 同 构 . 

光滑 映射 的 另 一 个 重要 特例 是 流 形 上 的 参数 曲线 . 取 中: 中 的 
一 个 开 区 间 M= {a5), 则 从 M 到 流 形 N 的 光滑 映射 六 (Ca 加) 一 
N 称 为 流 形 N 上 的 一 条 参数 曲线 . 

假定 大 ,NN 分 别 是 mx 维和 维 光 清流 形 , 其 微分 结构 分 别 是 
{a po) ea (CV ps 8) pe， 用 下 述 方法 可 以 构 坦 一 个 新 的 mx 十 
ni 维 光 清流 形 NxN: 首先 9 ‘UX Vg}sea.ses 构 成 拓扑 积 空 间 MX 
NN 的 开 覆 盖 ; 其 次 ,定义 映射 pg,Xge: Us XVo>r1", 使 

Pa X Patpsa) = (pap pe) (pg) EU, X Vs. 

(1.16» 

这 样 , CU。XVs,gpoXyg) 是 MXN 的 一 个 坐标 卡 . 容易 证 明 ,如 此 
得 到 的 坐标 卡 都 是 C"”- 相 容 的 ,因此 它们 决定 了 MXN 上 的 光滑 
流 形 结构 . 

定义 1,4 拓扑 积 空间 MXN 上 由 C~- 相 容 的 坐标 可 盖 

{CU X Vespe X pa)} eases 

决定 的 光滑 流 形 结构 使 MXN 成 为 如 十 z 维 光滑 流 形 . 该 流 形 称 
为 M 和 NN 的 积 流 形 ， 

积 流 形 MxN 到 各 因子 的 自然 投影 记 作 

TT:MxXN—=M, rt:MXN—N, 
妈 对 于 (xz,y)E MxXN 有 
TT) = I MT) 一 人 


显然 ,它们 都 是 光滑 映射 


$2 切 空 间 


正 由 的 曲线 和 曲面 在 每 一 点 分 别 有 切 线 和 切 平面 的 概念 . 同 
翌 ,在 拓 外 流 形 上 给 定 一 个 微分 结构 之 后 ,在 每 一 点 的 附近 可 以 用 
线性 空间 来 “近似 ”确切 地 说 ,可 以 引进 切 空 间 和 余 切 空间 等 概 
念 . 我们 从 余 切 空间 的 概念 着 手 . 
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设 M 是 mm 维 光滑 流 形 , 固 定 一 点 疡 EM. 设 了 是 定义 在 点 地 
的 一 个 分 域 土 的 C™- 函 数 呈 ,所 有 这 样 的 函数 的 集 台 记 作 忆 ; .日 
然 , 属 于 CY 的 两 个 肾 数 的 定义 域 可 以 是 不 问 的 ,但 是 了 消 数 空间 
CY” 中 加 法 和 乘法 仍然 是 有 意义 的 : 设 f,g EC ,它们 的 定义 域 分 
别 是 和 六, 那么 UNV 仍 是 包含 点 户 的 开 邻 域 : 这 样 ,f 十 g 与 
Ag 可 看 作 定 义 在 UNMmV 上 的 CC- 函数 , 即 fg,f* gECY. 

三 Cy 中 定 尽 关系 一 如 下 : 设 f,gEC7, 则 ff~g 当 生 仅 当 在 
在 点 p 的 一 个 开 邻 域 互 ,使 得 fy==g|n. 显然 ,~~ 是 Cr 中 的 等 价 
关系. 我们 用 [Lf ] 记 了 在 CY 中 的 “一 ?等 价 类 , 称 为 流 形 M 在 点 户 
的 C™- 晴 数 芽 (germ). 命 

Fo = Cr ~= {Lf EC), {2.1) 
则 在 .多 ;中 可 以 定义 加 法 和 对 实数 的 乘法 ,使 它 成 为 实数 域 上 的 
线性 空间 . 实际 上 ,车 [/ ,Lg]€.F ,saER, 只 要 命 
Lfj+lgl=[Lf+g], alfj]= [af]. (2. 2) 
根据 定义 ,上 面 两 式 的 右 端 与 代表 f,g 的 选取 是 无 关 的 , 请 读者 
自 证 ,多 ,是 无 穷 维 的 实 线性 空间 ， 

从 Cr 过 小 到 有 多。 的 目的 是 为 了 获得 在 严格 意义 下 的 线性 空 
间 . 在 C* 中 如 上 述 方式 引进 加 落 和 数 乘法 之 后 , 零 元 素 不 是 唯 -- 
的 ,因此 Ce 不 是 线性 空间 . 在 引进 函数 芽 的 概念 之 后 , 零 元 素 是 
唯一 的 ,从 而 使 多 ,成 为 一 个 线性 空间 . 

设 7 是 轩 上 过 点 p 的 一 段 参数 曲线 ,中 有 正 数 5, 使 得 7， 
(一 6.0) 一 M 是 C™- 映 射 , 并 且 Y(0) 一 p, 所 有 这 些 参 数 曲 线 的 集 
合 , 记 作 卫 ,. 

对 于 YEm[F]E 多 ，， 命 ( 图 3) 


中 设 了 是 定义 在 开 乐 VCM 上 的 函数 , 如 果 对 任意 的 容许 坐标 卡 (U ,pr ,UV 
天 他 , 隔 散 了， 85 是 开 所 putU 人 NW)CR= 上 的 C“- 函 数 , 则 称 耻 是 定义 在 VW 上 的 Ce 
孙 数 , 实际 上 ,V 有 从 好 诱导 的 微分 构造 (8 3) ,所 以 六 是 微分 流 形 WVW 上 的 忆 ~~- 涌 数 . 


(7,[7])》 一 下 六 人 CO (2. 3) 
i 二 二 


显然 ,对 于 固定 的 Y, 上 式 右 端的 数值 由 [了 J 完全 确定 ,而 不 依赖 于 
代表 f 的 选取 . 而 且 , 配 合 {，}? 关 于 第 二 个 因子 是 线性 的 , 即 对 于 
任意 的 YET Lf ,LgjE.F,,aER, 有 

¢¥ ,LF + [sly = ¢7,07]》 + ¢7 [Lely, 

gr ,alf J = ak?, [Lf 1 


《2. 4) 
设 
Ep = {1[f EF,{7,[F j= 0, YYEI,}, (2,5) 
风 2 是 .了 的 线性 子 空间 . 
定理 2.1 设 Lf]E€ 多 对 于 包含 请 的 容许 坐标 卡 (Cr ,pw)， 


命 
Farin, 一 (2.6) 
则 [A]E Br 当 且 仅 当 
区 ,0 1&iCm. 
证 明 设 YET,, 其 坐标 表示 县 
(po TN = rE) 一 < 人 (2.7) 
则 


7, [5f 1 SF.) 


= fe god go DE)| 


PT fr) rt)) 


-AF 
-a 
但 是 我 们 可 选取 ,使 得 3 各 |， 取 到 任意 的 实数 值 ,因此 要 对 
任意 的 YE ,都 有 4Y,[/]》=0, 必 须 且 只 需 
二 0， 1 寺 7 mm. 


定理 2.1 说 明 : 子 空间 避 ?; 恰好 是 在 点 p 关于 局 部 坐标 的 一 
阶 偏 导数 都 是 零 的 光滑 函数 的 芽 所 构成 的 线性 空间 . 
定义 2.1 商 空 间 多 /2 称 为 流 形 M4 在 点 上 的 余 切 空间 ， 


记 作 工 ; . 范 数 芽 [LFE 多 ， 的- 咯 -等 价 类 记 作 [ 六 ], 也 记 作 
《d. 户 ， 称 为 流 形 M 在 p 点 的 余 切 矢量 . 


在 直观 上 ,Lgj€E[ 了] 当 且 仅 当 在 点 p 的 容许 坐标 卡 (Ug) 
下 ; 沙 数 g。go! 和 f/f。go! 在 点 gu (tp) 有 相同 的 .直到 一 阶 的 
Taylor 展开 式 ， 
T* 是 线性 空间 , 它 有 从 线性 空间 多 ,诱导 的 线性 结构 , 即 对 
于 [LF,[g]e 多 waE 玉 有 
上 + (Lg]= (fj + fe])”~ 
a [f= (off ~, 
定理 2. 2 设 让 户 ECY ,而 Fy,y) 是 在 点 (1(p)， 


CE 有 的 邻 域内 的 光滑 函数 , 则 = 所 CF, EC%， 
并 且 


， dr (ry 


pcp dr (2.8) 


申 
让 一作 


《2. 9) 


:| OF 
(df), = > [| -CdPD) 2.10) 


| 
k=1 CFlepys ee Fp) 
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证 明 设 了 的 定义 域 是 Up, 则 f 在 站 U0 上 有 定义 , 即 对 


fate (Us, 
f(g) 一 Ff {gq F090)). 
由 于 上 是 光滑 函数 , 故 Fe cz， 


设 ww 一 | 3 , 则 对 任意 的 YET,, 有 


CF pl fp 


¢7,[f])— | 7) 


一 FO oF), fo YO)) 
rw 科 


CF» YC1)) 


二 1 | 


- > ak?, [LF] 
~- 7 ， Da »》. 


[Ff] alr € &,, 
二 1 
即 
(df), = > at(d 产 ) 
上 二 1 
又 1 对 于 fgEECr aER 有 
dtf + eg) = (df), + (dg),, (2, 11) 
d(af), = oa"* (dO,, (2, 12) 
这 里 的 (2. 11) 和 {2, 12) 就 是 (2. 9) 式 ,而 (2. 13) 式 是 定理 2.2 的 吉 
接 推 论 . 
12 


系 2 dimT; =m. 

证 明 任 取 点 p 的 一 个 容许 坐标 卡 (U ,gw) ;局 部 坐标 ww 定 
义 为 

ug) ~ (Fug)) = x * Pulag), gEU, 《2. 14) 

其 中 是 在 R" 中 取 定 的 党 标 系 , 因 此 zwEcy devET .我 们 
要 证 明 {(de ;1 太守 m} 是 了 ?的 一 个 基 . 

设 (d 让 ,ETI , 则 f。 ga' 是 定义 在 到 的 一 个 开 集 上 的 光滑 
葬 数 ,他 Cr 二 Cri x"), 因 此 


T= Flu , tu"). {2.15) 
由 定理 2,2 得 
Hi aF 
《d 广 ,一 | 2 * {du'),, C2.16) 
i=1 fu fl tp)) 


所 拟人 (qd 是 (de (1 帮 ? 扎 2) 的 线性 组 合 ， 
者 有 一 组 实数 gw (1 所 1 志 m) ,使 得 
2 (du), 一 0， (2.17) 
即 
we] € 人 
则 对 任意 的 YET,、 有 


< Y, Del] »》= DE Ce = 0. {2.18) 
取 丸和 了 1 去 k<s ,使 得 
wo AM) = (pp) + it, 2.19) 
其 中 
8 入 i = 上 ， 
0， 了 天 天 ， 
则 
d (a » ALEY) 
dr 


[ 三 3 昨 


命 y 一 入, 则 由 (2. 18) 式 得 
di 二 0， 1 注 记 入 ， 
即 {Cdx) ,1 所 i 所 mp} 是 线性 无 关 的 . 上 是 它们 构成 本; 的 一 个 基 ， 
称 为 了 关于 局 部 坐标 对 ww 的 自然 基底 . 因此 了 ;是 mm 维 线 性 空 
间 . 
根据 定义 ,Lj 一 [Lg]E .2%s 当 且 羽 当 对 任意 的 了 ET, 有 
7 ,L771 = €7 [LE 》， 
所 以 可 以 和 泪 浆 
Yd = YL YET,, (df), EE TI, (2.20) 

这 样 , 每 一 条 兴 谓 晶 线 > 和 六 在 7 上 是 义 了 一个 线性 末 数 
《yi 。 但 是 ,对 应 YETDr《y:，3 不 是 单 的 ;为 了 解决 这 个 问 
题 , 在 忆 中 定 久 关系 一 如 下 : 设 7Y,Y ED,; 则 7Y~XY' 当 且 仅 当 对 在 
意 的 Cd.P 六 ET。 ,有 

《7 (dd 一 《Cd 方 。 (2. 21) 
显然 ,这 个 关系 是 等 价 关 系 : 7 的 “一 ?等 价 类 记 作 [7]. 于 是 可 定 
X 

‘L710d7),) = ¢7, (df),). 《2. 22) 
根据 六 中 的 关系 一 的 定义 ,[ 力 与 线性 匡 数 (L7],。，): 个 :一 RR 的 
对 应 是 1-1 的 . 我 们 要 证 明 : 这 些 [Yj(YET,) 构 成 工 * 的 对 偶 空 
加 . 为 此 目的 ,我 们 利用 局 部 坐标 系 . 

在 局 部 坐标 x' 下 , 设 YET, 由 函数 


w= 1m (2. 23) 

给 出 , 则 由 (2.8) 式 得 知 (2. 22) 式 可 写作 
[do = Sat', (2, 24) 

fi 王 1 


其 中 
a [20 ge | ， 下 一 


‘2.24) 式 系数 a; 恰 是 余 切 矢量 Cd 站, 关于 自然 基底 (dx) 的 分 量 
14 


du 
de ). (2. 25) 


Frrtp} 


( 见 《2. 16) 式 ), 很 明显 ,<[7Y],(d 记 py) 是 T; 上 的 线性 明 数 ,这 个 
函数 由 分 量 合 完全 确定 . 取 ? 为 

u' (1) 一 起 ( 访 ) + Et, C2. 26) 
可 驳 二 能 取 任 意 的 数值 . 这 就 是 说 ,<[7j, (dy) ,YET, 表示 了 
T ”上 的 全 体 线 性 函数 ,它们 组 成 了 ; 的 对 偶 空 间 了 ,叫做 邮 在 
点 疡 的 切 空 间 . 切 空 间 的 元 素 称 为 切 矢 量 . 

切 秋 量 的 几何 意义 其 实 很 简单 ; 如 果 》 和 由 函数 
一 Wi)，1 和 if 入 

给 出 , 则 [六 天 [的 充 要 条 件 是 
a | | | 


dt Ud 
所 以 7 与 XY 等 价 的 意思 是 这 两 条 参数 曲线 在 点 p 有 同一 个 切 矢 
量 ( 如 图 4). 国 此 我 们 所 定义 的 流 形 YM 在 点 p 的 切 矢 世 怡 是 全 体 
在 点 pp 有 相 辣 切 矢 量 的 参数 曲线 的 集合 . 


六 
[= [7"] 
” 六 


图 + 
根据 上 面 的 讨论 ,函数 
‘Xd X= ET, (df), ET 
是 双 线 性 的 , 即 对 每 一 个 变 元 都 是 线性 的 . 设 参 数 曲线 A (1 志趣 
sm 如 (2.19) 式 给 出 , 则 
《[a] di),) = 人 《2. 27) 
所 以 {([ 如 ];1 寺 Rm} 是 {dw ,1 所 i 之 m} 的 对 偶 基 底 ( 关 于 对 伪 
基底 的 概念 可 看 第 二 章 8 1). 
切 天 量 [u] 还 有 兄 一 个 意义 , 即 


(L441, (df) = (La 3 | 9], Te 


PP ii re 一 - 一 - - 


97f | 
Bt 


上 所 以 对 于 靖 数 芽 Lf 而 言 ,Lj 是 仙 


(2. 28) 


i 


微 商 算 子 | 二 | .于 是 (2. 27) 式 可 写成 


Ex du 一 8 (2. 29) 
我 们 把 { (da yp ,1 把! 筷 m}) 在 了 中 的 对 偶 基 底 称 为 在 局 部 坐标 系 
ax 下 切 空间 了 中 的 自然 基底 , 从 (2. 24) 式 得 到 
NE 

所 以 台 是 切 矢 量 {7] 关 于 自然 基底 的 分 基 . 若 [Y]ETY', 有 分 量 
#, 则 [Xj 十 [XJ 由 分 量 十 i 确定 ;同样 , 切 矢 量 a* [7Y1(a€ RR) 
有 分 量 of". 

为 了 简化 记号 ,在 不 致 引起 混淆 时 常 把 切 矢 量 和 余 切 矢量 的 
附 标 疡 略 去 不 写 . 

定义 2.2 设 了 是 定义 在 点 六 附近 的 C”- 函 数 ,(dP) ET; 
也 叫做 了 在 点 疡 的 微分 , 若 微 分 (d 户 ,二 0, 则 称 是 了 的 临界 点 . 

邓 上 的 光 请 函数 的 临界 点 的 研究 是 微分 流 形 的 重要 课题 , 称 
为 Morse 理论 , 读者 可 参看 参考 文献 [15]. 

定义 2.3 设 XET,,fEC”, 记 


Xf = (X,(df),). (2. 30) 
Xf 叫 司 函数 六 沿 切 矢量 XX 的 方向 导数 ， 
定理 2.3 方向 导数 有 下 列 性 质 , 设 XET,, ff,gEC”, ap 


本 川 
(1) Klaf Fhe)=ar Xf+B* Xg: 
(2) Kitfg)=f(p)* Kg+g(p) * WF, 
证 明 这 是 定理 2,2 系 1 的 推论 . 以 性 质 (2) 的 证 明 为 例 ， 
Xfg)= (Xd(fg),) 
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= (KX,f{pdg + g(p)df) 
= ftpy(R de) tt gtp) A, df 
= fp Rg gp * Xf. 
注 记 1 定理 2. 3 的 性 质 (1) 说 明 , 当 切 笑 其 多 看 作 算 子 ( 方 
问 导数 ) 时 ,和 是 Cx 上 的 线性 算 子 . 由 性 质 (1) 和 (2) 能 得 到 六 在 
常 值 范 数 c 上 的 作用 为 0. 
注 记 2 在 许多 文献 上 中 ,性质 (1 和 (2) 通 常用 来 定义 切 矢 
二 . 实际 上 ,作用 在 Cr 上 满足 这 两 条 性 质 的 算 子 构成 一 个 线性 空 
间 , 它 与 TT; 对 侦 ,; 所 以 该 空间 和 工 , 是 一 致 的 . 
在 局 部 坐标 w' 下 , 切 矢 量 久 =[Y]ET, 和 余 切 矢量 a=df€ 
Ty 分别 可 用 目 然 基底 线性 表示 ， 
成 一 了 二， ta 一 Sadu', 《2. 31} 
其 中 
af 


du 
车 有 男 一 个 局 部 坐标 a"', 久 和 a 关于 相应 的 自然 基底 的 分 量 分 别 
是 2 和 , 则 它们 适合 下 列 变换 规律 ， 


Hi — | Dae? 
人 FE (2. 32) 
Qa, = a; 2 《2. 33) 


其 中 

Bu’’ _ (pu * Pr) 

Oa Oe" 
是 坐标 变换 pu*。go! 的 Jacobi 第 阵 . 在 经 典 的 张 量 分 析 中 ,把 满 
足 变换 规律 (2. 32) 的 矢量 称 为 反 变 秋 量 ,把 满足 变换 规律 (2. 33) 


名 ”例如 参考 文献 [9]， 


的 矢量 称 为 协 变 矢 量 ， 
光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 分 别 请 导出 切 空 间 之 间 和 余 切 空间 
之 辐 的 线性 映射 , 设 F: MN 是 光滑 映射 ,pM,g= 二 Fp). 定义 
映射 下 ' :了 T? -> 了 如 下 : 
Fd =dfeF), df€ YY. (2. 34) 
显然 这 征 线性 映射 , 称 为 映射 六 的 微分 . 
考虑 "的 共 示 映 射 下 , : 本 ,一 本,, 即 对 于 任意 的 六 ET,,aE 
T* 有 
(FX ,a) = (KX,F'a), (3. 35) 
下. 称 为 由 下 诱导 的 切 映射 . 
设 w 是 点 p 附近 的 局 部 坐标 ,vw 是 点 g 附近 的 局 部 坐标 , 则 
映射 到 在 点 磊 岩 近 可 用 函 数 
w= Flay ,Hr), 1a (3. 36) 
表示 . 因此 F ' 在 自然 基底 {dv*， 1 所 a<n} 上 的 作用 是 
F* (do = d(v « F) = >) 


即 F" 在 自然 基底 {dv"} 和 {dz'} 下 的 算 阵 怡 好 是 映射 (2. 36) 的 
Jacobi 矩阵 | 2 | . 


oF 
du 


du'. (3, 37) 
四 


同样 , 切 映 射 F, 在 自然 基底 | 22; } 上 的 作用 是 


贡 

a 
,Bp (2. 38) 
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因此 切 映 射 ,在 自然 基底 | 六 | 和 1 z: 上下 的 矩阵 仍 是 映射 


《2, 36) 的 Jacobi 矩阵 i 


户 


33 了 于 流 形 


在 讨论 子 流 形 之 前 ,我 们 先 研 究 光 请 流 形 之 间 的 光滑 有 映射 所 
请 导 的 切 映射 . 给 定 光滑 喘 射 gM 一 NN, 则 对 任意 一 点 PE 对 ,在 
相应 的 切 空 间 之 间 有 诱导 的 切 映 射 p.; T,CM) 一 TCN), 其 跨 
二 8p(p). 章 要 的 是 , 切 上 映射 8q ,在 点 pE€MH 的 性 质 可 以 决定 上 映射 9 
在 加 p 的 一 个 令 域 内 的 性 质 . 一 个 经 典 的 结果 是 微 积分 学 中 总 知 
的 反 晃 数 定理 ， 

定理 3.1 设 王 是 尼 中 的 一 个 开 子 集 ,F WR 是 从 人 WW 到 
到 的 光滑 上 映射. 如 果 在 一 点 ze 和 到 ,上 映射 了 的 Jacobi 行列 式 


2 | #0， 


det 


局 如 

则 存在 点 za 在 下 中 的 一 个 邻 域 苯 记 厂 ,使 得 了 = 是 点 

f(zo) 在 下 中 的 一 个 令 域 ,并 且 了 在 了 上 有 光滑 的 反 画 数 
Hg=/!, 太一 《3, ] ) 


根据 上 一 节 最 后 一 段 的 讨论 ,映射 /的 Jacobi 矩阵 2 矿 | 从 
是 线性 映射 六 在 自然 基底 下 的 矩阵 ,所 以 det 
线性 映射 


fe: Ta (W)C RD) > Ti (RY) RF') 
是 同 构 .g 是 f 的 反 函 数 的 意思 是 
g° f=—idiU>U, feog—idiV >rV, (3.2) 
而 且 了 和 g 都 是 光滑 映射 ,所 以 了 限制 在 UU 上 给 出 了 从 UU 到 V 
的 可 微 同 胜 .因此 , 反 函 数 定理 说 明 , 如 果 /的 切 映 射 有 ,在 -点 是 
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一 pp er tr i 一 = = 一 mu 


同 构 , 则 了 在 该 点 的 一 个 邻 域 上 是 到 到 的 一 个 邻 域 的 订 微 同 胚 ， 

利用 局 部 坐标 系 , 不 难 把 定理 3. 1 推广 到 流 形 上 去 . 

定理 3.2 设 M 与 N 是 两 个 n 维 光滑 流 形 ,f:， M 一 NN 是 光 
滑 映 射 , 如 果 在 一 点 p 蕊 庆 , 切 映射 f.: TCM) 一 Tn tN) 是 同 
构 , 册 存在 点 p 在 M 中 的 邻 域 口 ,使 得 V=f(0) 是 点 f(p) 在 N 
中 的 一 个 邻 域 ,并 且 fls: UV 是 可 微 同 腑 ， 

证 明 由 于 ff: M->N 是 光滑 映射 ,所 以 可 以 取 点 pp 在 对 中 
的 局 部 坐标 系 (Uo ,9) 和 点 yg 二 Ap) 在 NW 中 的 局 部 坐标 系 (Vo ,他 ， 
使 得 fCUW) CVT; 并 且 


f= fg pAUN) HAV)ICR (3. 3) 
是 光滑 映射 ,显然 在 点 gCp) 的 Jacobi 行列 式 不 为 零 . 由 定理 
3.1, 分 别 存在 点 g(p) 和 yl9) 在 Rr" 中 的 邻 域 六 CpCU), 字 忆 


gLVo), 使 得 fs; 并 一 做 是 可 微 间 胚 . 


命 U 一 pg),V= 多 1( 交 )， 则 已 与 Y 分 别 是 点 a9 在 邮 

入 中 的 邻 域 ,并 且 
f= lo fopUV (3. 4) 

是 可 微 同 胚 . 证 毕 ， 

注 记 由于 定理 3,2 中 的 流 形 M 和 NN 有 相同 的 维 数 ,所 以 
“ 切 映 射 了 ,在 一 点 是 阅 构 ”等 价 于 “ff, 在 该 点 是 单一 的 ”. 如果 
是 m 维 光 滑 流 形 ,NN 是 维 光 清流 形 ,f， MN 是 光滑 映射 , 当 
切 瞎 射 六 .在 点 EM 是 单一 映射 时 , 则 称 切 映射 六 在 该 点 是 非 
退 化 的 .显然 ,这 时 必须 有 mn; 且 了 的 Jacobi 矩阵 在 该 点 的 鞭 
等 于 sn. 

作为 定理 3.2 的 应 用 ,我 们 有 下 面 的 

定理 3.3 设 M 是 m 维 光滑 流 形 ,N 是 维 光滑 流 形 ,mm 一 
n, 设 f; MN 是 光滑 映射 . 若 切 映射 ,在 点 pEM 是 非 退 化 的 ， 
则 存在 点 的 局 部 坐标 系 (U a) 以 及 点 gq 一 A(p) 的 局 部 坐标 系 
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(Vsvu"), 使 得 /CU)CV ,并 且 上 映射 fiw 可 用 局 部 坐标 表示 为 : 对 任 
意 的 xzE€EU 丰 


人 1 i 3 
vf(r)) 一 0， 型 十 了 委 7 < 扫 并 ， 
证 明 设 映 射 了 在 点 pp 的 局 部 坐标 系 (U0 35a) 及 点 9 的 局 部 坐 


标 系 (Vyv 中 下 表示 为 
v= fT) la 
假定 w'(p)=0,v"(q) 二 0. 因为 了 ,在 点 上 是非 退 化 的 ,不 妨 设 


Qf yf) 
Qul ye HY [yo 


合 下 | [ww | < ,m+ ln) ,其 中 他 是 其 个 
正 数 , 适当 缩小 邻 域 0 及 选取 充分 小 的 8, 可 以 定义 光滑 映射 产 ， 
己基 一， 使 得 

ee » Tu" ) 一 Ce， 7 


去 0, (3. 6) 


fl ye yyBm at 1 = 二 Fe) 

a 过 i mm 二 1 7) C3.7) 
显然 瑞 射 了 在 点 (zero 一 (0,0) 的 Jacobi 矩阵 是 非 退 化 的 ,根据 
定理 3. 2, 在 (0,0) 点 的 某 个 邻 域 上 是 可 微 同 胚 .不妨 假定 六， 
UXI.-m>V 是 可 微 同 且 ,于 是 {www"} 可 以 取 作 点 @ 的 邻 域 了 上 
的 局 部 坐标 系 {v") ;在 此 坐标 系 下 ,映射 了 成 为 恒 同 映射 . 即 

VT=u ,VU = lAiALm, ml] 和 Yn (3.8) 

很 明显 ,floxww 一 flv, 所 以 在 上 述 坐 标 系 下 ,映射 fis 如 
(3.5) 式 所 给 出 , 即 

{ul ss si CO Cu ya ,Oe > 

由 此 可 见 , 如 果 切 映射 f, 在 点 p 是 单一 的 , 则 喘 射 上 在 点 
的 附近 也 是 单一 的 . 

定义 3.1 设 M 与 N 是 两 个 光滑 流 形 . 若 有 光滑 映射 P; M 
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图 5 图 6 
例 4 设 避 : R 一 让, 使 得 


(tt) 一 | 2c05 


arc tant 十 | :Sin2| 2arc tant 十 | ， 


则 (Ge ,及 ?是 哟 2 的 嵌入 子 流 形 ( 图 6), 当 上 = 和 时 ,G(0) = 一 40,0) ,而 
当 上 = 士 co 时 ，, 玉 ()-《0,0). 
例 5 设 


[pe 
C0,f 十 2)， — oo0 ?一 1， 
在 区 间 [ 一 1,1j 之 和 间 , 用 曲线 把 (3,0) 和 (0,1) 两 点 光滑 地 连结 起 来 
(如 图 7 中 的 虚线 部 分 ), 当 上 一 十 ce 时 ,曲线 无 限 地 车 近 它 自己 的 
在 一 3 志 t 所 一 1 之 间 的 部 分 . (FR) 是 并 的 典 入 子 流 形 . 


3 ] 所 之 十 oo 


(3. 10) 
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pp ppp ee i pin 


例 & 环 面 天 一 1XS 图 8 可 以 看 作 平面 是 上 一 个 单位 正 
方形 把 两 组 对 边 分 别 等 同 起 来 得 到 的 二 维 流 形 . 它 的 点 可 以 内 一 
对 有 序 实数 (zx,y) 表 未 ,其 中 x;y 都 是 mod 1 的 实数 . 


有 


取 两 个 实数 a,5, 使 a ; 5 是 无 理 数 , 考虑 映射 p: R1->T? ,使 得 
Ht) = (at (mod 17 8 (mod 1)). 

显然 (gp,R) 是 T: 的 说 入 子 流 形 , 但 是 像 集 glR}) 在 T? 中 是 处 处 稠 
密 的 ， 

在 a :65 是 有 理 数 时 ,(y,R) 给 出 了 环 面 T? 的 一 个 浸入 子 流 
形 . 

对 于 候 入 子 流 形 (p,M) ,由 于 9 是 单一 的 ,所 以 可 以 把 对 上 
的 微分 结构 搬 到 像 集 pCM) 上 去 ,使 得 pg， Mpat) 是 可 微 同 肝 ， 
为 一 方面 ,yhM) 作 为 NN 的 子 集 ,必然 有 从 N 诱导 的 拓扑 .最 后 三 
个 例子 告诉 我 们 ,gM) 从 好 通过 ?得 到 的 插 扑 与 gCM) 作 为 NN 的 
子 空间 得 到 的 拓扑 不 见得 是 一 致 的 . 一 般 说 来 ,从 叶 通 过 sg 带 纵 
以 MD) 的 拓扑 比 从 NN 诱导 的 拓扑 要 细 ,. 这 种 现象 导致 下 面 的 定义 . 

定义 3.2 设 (9yaf) 是 光滑 流 形 N 的 子 流 形 . 如 果 mw M 一 
YM) CN 是 同 胚 映射 , 则 称 (p,M) 是 N 的 正则 子 流 形 ,或 称 p 是 
光滑 流 形 MM 在 N 中 的 正则 赚 人 . 
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下 面 的 定理 给 出 了 正则 子 流 形 的 特征 . 

定理 3.4 设 (yp,M) 是 nn 维 光滑 流 形 w 的 m 维 子 流 形 , 则 
(gp,2M) 是 NN 的 正则 于 流 形 的 充分 必要 条 件 是 : 它 是 NN 的 一 个 开 
子 流 形 的 闭 子 流 形 . 

证 明 ”对 于 充分 性 ,只 要 证 明 NN 的 闭 子 流 形 (q,MM) 必 是 正则 
子 流 形 . 任 取 一 点 EM, 根据 闭 子 波形 的 定义 , 必 有 点 ?一 弘 声 ?在 
NN 中 的 一 个 局 部 坐标 系 (V;v") ,使 得 gCOM) 站 VY 是 由 方程 

wt 人 0 (3. 11) 

定义 的 . 由 的 连续 性 ,存在 点 p 的 局 部 举 标 系 (UU;a') ,使 得 MD) 
CV. 不 妨 假定 wp)=0,v(9) 一 0, 且 VV={ 人 vl ,vw | |vw < 人 )， 
其 中 人 是 某 个 正 数 . 因此 EDCeCAD 站 YY. 

我 们 的 目的 是 要 证 明 8 1: gM) CN 一 MM 也 是 连续 的 , 为 此 
内需 证 明 , 可 取 适 当 小 的 久 >>0, 使 得 gCM) 门 Vi 在 gg 下 的 完全 北 
像 落 在 UU 内. 由 于 以 1) 式 ,上 映射 gjv 在 局 部 上 可 表 为 


人 = P(N 1mn， 

v7 = 0, mr 十 1 之 和 (3. 12) 
OC ee 

因此 ,Jacobi 行列 式 伟 全! 和 | ， 天 0. 根 据 定理 3.1, 存 在 0< 


01 < 使 得 函数 组 Cp1,… ,gp") 有 反 哨 数 
uo Wo) | 

俞 二 {vv pM 在 pg 下 
的 完全 道 像 东 在 U 内 .因此 ,gq: Mpg(M)CN 是 同 胀 , 即 (q,M) 
基 N 的 正则 子 流 形 . 

反 过 来 ,假定 (yp,M) 是 NN 的 正则 子 流 形 . 设 p€E MM, 则 对 点 
的 任意 一 个 分 域 UCM, 必 有 点 g 一 gxp) 在 NN 中 的 一 个 邻 域 了 ,使 
得 UU) 二 gM) 站 V. 根据 定理 3. 3, 存 在 点 p 的 户 部 坐标 系 (U， 
wx) 和 点 g 的 局 部 坐标 系 (V1;w*) ,使 得 p(U1)CVi, 并 且 gl 可 用 
局 部 举 标 表 为 : 

Pu ye 一 《ML 《3. 13) 
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不 妨 设 ECE, 故 可 到 CT ,因此 PEDD 一 Ma 站. 由 (3. 13) 
式 可 知 ,wadt) 门 7 是 由 方程 

wtlo= Cv" 0 (3. 14) 

对 每 一 点 gE qlM), 用 VV 表示 上 面 所 构造 的 .点 g 在 入 中 的 

坐标 域 ,使 得 (3. 14) 式 成 立 . 命 W= 中 7, 则 W 显然 是 NN 的 包 


含 gth) 在 内 的 开 子 流 形 . 要 证 明 的 是 ,集合 gd) 作为 N 的 拓扑 
子 空 间 是 多 中 的 相对 闭 子 集 , 即 证 明 区 门 WMD ==qCM) ,其 中 
9(M) 表 示 集 合 gCM) 在 NN 中 的 闭 包 . 任 取 一 点 s€W 门 MD , 根 
据 琵 的 定义 ,存在 gE gkM) ,使 得 sEV. 由 C3.140) 式 ,pCMD TV 
是 了。 中 的 一 个 坐标 面 ,所 以 gCMD) 在 是 VV 中 的 相对 闭 子 集 . 现 
已 假定 *EPCMDmY,, 即 * 属 于 wa 站 ,在 ,中 的 相对 闭 包 , 故 
s€E Ka) 门 7 所 以 全 站 padtDICPCad). 即 
W 站 PC = pM). 

这 就 证 明了 (pad) 是 N 的 开 子 流 形 W 中 的 闭 子 流 形 . 

在 定理 的 证 明 过 程 中 ,我 们 已 得 到 如 下 的 : 

系 子 流 形 (9, AM) 是 光滑 流 形 N 的 正则 子 流 形 , 当 且 仅 当 对 
每 一 点 p€ M, 存 在 点 9g 二 9Lp) 在 NN 中 的 坐标 卡 (V ;v0") ,vw'(g) 二 0， 
使 得 gCMD 站 VY 是 由 

Yl V5" =0 

定义 的 . 

定理 3.5 设 Cp,aM) 是 光滑 流 形 六 的 子 流 形 , 若 好 是 紧 致 
的 , 则 w， 1 是 正则 峙 人 ， 

证 明 因为 PCM) 和 作为 和 N 的 拓扑 子 空间 是 Hausdorff 空间 ， 
而 8: 1M 一 (CDCN 是 紧 致 空间 M 到 Hausdorff 空间 的 1-1 连续 
映射 ,所 以 p: MgCM)CN 是 同 胚 , 即 (9, MM) 是 N 的 正则 子 流 
形 . 

H. Whitney 证 明了 : 任意 一 个 m 维 光 滑 流 形 都 能 磅 入 到 2m 
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十 1 维 欧 氏 空 间 中 作为 子 菠 形 . 这 说 明 尽 管 流 形 的 概念 是 欧 氏 空 
间 的 十 分 一 般 的 推广 ,但 最 终 仍 训 作 为 殉 氏 空间 的 嵌入 子 流 形 来 
实现 . 因此 ,高 维 欧 钱 宝 间 的 子 流 形 的 研究 是 很 重要 的 . Whitney 
定理 的 证 明 较 为 困难 ( 见 参考 文献 [1]) ,我 们 在 这 里 只 讨论 紧 致 光 
清流 形 企 欧 钱 空间 中 的 嵌入 ,为 此 ,我 们 需要 若干 引 理 :这些 引 理 
本 身 足 十 分 重要 的 ,以 后 还 要 多 次 引用 . 

5| 理 1 设 也 与 D; 是 R" 中 两 个 开 的 同心 球 ,DCD;, 则 在 
R”" 上 存在 一 个 光滑 的 实 晤 数 ,使 得 

{1) 0 fl; 

工交 了， 


1，, 
2) FoD=iy ze D,. 
证 明 不 妨 设 DD 与 D; 以 原点 为 球 心 ,半径 分 别 是 ap,0<a 
之 5; 命 


.| 2 p2 
g() 一 | CC 

0， iE Ca ,Pp:). 
显然 g 是 到 上 的 光滑 函数 . 再 命 


十 oa 十 em 
Fer) =| scods/| ES3d5s， 《3. 16) 


则 环 仍 是 素 三 的 光滑 函数 ,并 且 0 妇 R 雪 1; 当 EEa 了 时 ,下 (站 一 1， 
当 f 守 时 ,C4)} 一 0. 命 
fr x) 一 下 ((zl)2 十， 十 (xzr)2)， 《3. 17) 

则 节庆 会 引 理 的 要 求 ， 

5| 理 3 设 U 与 Y 是 R" 中 两 个 非 空 开 集 , 且 六 是 紧 致 的 , 
CU, 则 在 R" 上 存在 光滑 的 实 函 教 ,使 得 

(1) 0s fl]; 

l， zxEV, 

(2) f(x) = 0，xEr 

证 明 由 于 站 的 紧 致 性 , 旦 TCD, 所 以 存在 有 限 委 组 同心 蒜 
(1D Dj 使 得 
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DO CDD2 民品 ， (3. 18) 
并 且 { 亡 ”，) sr 构成 V 的 开 检 盖 . 由 引 理 1 ,对 每 一 个 六 1 sr)， 
存在 光 谓 肾 数 了 R" 一 RR ,使 得 0 去 访 志 1, 并且 


1， 工 区 全 ， 
ftx) 一 (3, 19) 


命 
f=1— | f), (3. 20) 


则 容易 验证 /适合 引 理 2 的 要 求 . 

5| 理 3 设 (L ,gv) 是 光滑 流 形 M 的 任意 一 个 坐标 卡 ,7 是 于 
的 一 个 非 空 开 集 ,使 得 V 是 紧 致 的 ,并 且 VCU, 则 在 流 形 M 上 存 
在 光滑 卫 数 h， M 一 R1, 使 得 

《17》 0 1 

1， pEV:; 

2) (py = 0， pEU. 

证 明 由 于 VV 是 紧 致 的 ,并 且 VCU ,利用 MM 的 局 部 紧 致 性 ， 
不 难 构 造 开 子 集 UU ,使 得 

VECOU CUCU, 
设 dim MM 一 mm; 则 Gel) 和 pu (01) 都 是 R" 中 的 开 集 . 由 引 理 2, 存 
在 RR" 上 的 光滑 阔 数 入 ,使 得 DSS1 ,并 旦 
ll, EE woulY), 
f(x) 一 ( CT (3, 21) 
命 
h(p) = ( pup» PEV, (3. 22) 
0， p EU, 
则 天 是 好 上 的 光滑 机 数 ,而 且 适 合 引 理 的 要 求 ， 

注 记 引 理 3 的 条 件 可 改 成 , U 与 V 是 光滑 流 形 好 的 两 个 
非 空 开 集 , 使 得 Y 是 紧 致 的 ,并 且 玉 CU, 则 引 理 所 去 求 的 光滑 实 
声 数 闫 仍然 存在 . 请 读者 自 证 . 
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定理 3.6 设 好 是 维 紧 致 的 光滑 流 珍 , 则 存在 一 个 正 整 数 
1 以 及 光滑 映射 or Mi 一 瑟 , 使 得 (pa 是 站 的 正则 子 流 形 . 

证 明 因为 M 是 紧 致 流 形 ,所 以 存在 M 的 有 限 开 窗 盖 
{VV ,} sc: 使 得 每 一 个 V, 是 紧 致 的 ,并 且 V, 包含 在 某 个 坐标 域 局 ， 
内 , 设 U 中 局 部 坐标 是 ;1 所 i 全 m. 显然 ,存在 开 集 下 ,使 

V,CW,CW,CU,. 

由 引 理 3, 对 每 一 个 j ,1 专 j 所 x ,在 在 M 上 的 光滑 函数 f,, 使 得 0 所 
广安 1, 并且 


1 ， 产 各 Vj;, 
fp) = | __ 《3. 23) 

0, ppEWw,. 

在 和 上 定义 nn 二 rtm 十 1) 个 光滑 沙 数 ， 
ti =f 
| T 人 " pp), 产 U,, (3, 24) 
次 四 》 二 
0， p EU,, 


其 中 1 和 i1 mm ,1 入 j 扣 7. 把 (xi,zj) 看 作 下 中 一 个 点 , 则 (3. 24) 式 
给 出 了 映射 pg: M 一 R". 我 们 先 证 明 (p,M) 是 放 的 子 流 形 . 
阁 有 户 ,gE M, 使 得 gp) 一 glq); 则 
TIP) = TD) HP) = TD), liSml iAr. 
(3. 25) 
因为 {V,) sca 是 好 的 覆盖 , 故 存在 于,1<s<r, 使 PE Vi; 因 此 
filg) = 209) = rip) = (pp) = 1, (3, 26) 
zt = vp) 1SiCm, (3. 27) 
这 表明 g 属于 UU, 并 且 g 和 pp 在 Us 中 有 相同 的 局 部 坐标 , 故 g= 
思 ; 即 映射 pw 是 单一 的 . 
设 pE 有 MM, 则 必 有 1&7 ,使 pEV 因此 fi(p) 王 1, 于 是 
zhly, 一 J 
所 专 
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Dzze 

(ze sa ) 下 
这 说 明 切 耻 射 8, 在 点 pp 是 非 退 化 的 ,也 就 是 说 (yp,M) 是 地 的 既 
入 子 流 形 . 由 定理 3. 5,8 是 正 于 侯 入 . 


一 ]. 


$4 Frobenius 算 理 


在 $2 已 经 定义 过 流 形 MM 在 任意 一 点 pE MM 的 切 矢 量 多 ,E 
了 定理 2. 3 把 切 矢 量 XX 解释 为 定义 在 Cr ( 流 形 MM 在 点 户 的 光 
滑 函 数 的 集合 } 上 的 实 函 数 义 ,;: C7 一 R. 如 果 对 M 的 任意 一 点 p， 
指定 M 在 点 声 的 一 个 切 矢 量 苹 ,, 则 称 站 是 流 形 M 上 的 切 矢量 
场 . 若 fEC™CMD), 命 

(Xf) Cp) = KX,f, 《4. 1) 

则 及 是 流 形 半 上 的 实 函 数 . 

定 尺 4.1 设 义 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 切 矢 量 场 , 若 对 任意 
的 FEC”at) 仍 有 XFEC” GD) , 则 称 碟 是 流 形 M 上 的 光滑 切 
矢量 场 . 

由 此 可 见 , 光 滑 切 和 拓 量 场 X 是 从 C™~(CMD) 到 C”CM) 的 一 个 算 
子 .定理 2. 3 可 搬 过 来 ,得 到 算 子 天 的 性 质 , 设 f,g EC”(M)， 
a PER, 

1) Xaf phe)—ati Np); 

C2) Xf gf Kgtg" XF. 

要 研究 光滑 切 矢 量 场 ,必须 并 清 它 的 局 部 特征 . 设 夺 是 流 形 
于 上 的 光滑 切 天 量 场 , 则 对 2M 的 任意 一 个 非 空 开 子 集 局 , 和 在 也 
上 的 限制 了 |v 是 开 子 流 形 避 上 的 光滑 切 矢 荆 场 . 要 说 明 于 joy 的 
光 请 性 ,只 需 证 明 对 任意 的 JEC” (DC) ,lor 仍 是 UU 上 的 光滑 消 
数 , 任 取 一 点 pEU, 则 有 点 p 的 坐标 域 信 ,使 得 六 是 紧 致 的 , 且 斑 
CU. 根据 $3 的 引 理 3, 存 在 光滑 函数 gEC” CM) ,使 得 

glr=1, glwrw= 0; 
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命 
~ fix glr), XEU, 
= (4. 2) 
1 (7) = 1o, xzEU. 
网 了 EC™CM) , 旦 请， = 这 样 
(KI) Xf = RF), VIEV. (4.3) 


因为 了 是 MM 上 光滑 的 切 和 撩 量 场 ,所 议 XFEC~(M), 因 此 函数 
和 lo 在 点 Et 是 光滑 的 , 即 四 |vf 是 U 上 的 光滑 函数 . 

定理 4.1 光滑 流 形 M 上 的 切 矢 量 场 蕊 是 区 请 切 天 其 场 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 任意 一 点 aE 邓 , 存 在 点 请 的 局 部 坐标 系 
(Usw')， 使 得 区 限制 在 UU 上 可 以 表 成 


局 
|- 二 上 :二 一 ， Cl. 4} 
7 2 Br 


其 中 司 Gsasm) 是 芝 上 的 光 请 项 数 ， 
证 明 ”充分 性 是 显然 的 ,现在 证 明 必 要 性 . 因为 是 MM 上 的 
光滑 切 矢量 场 , 所 以 天 je 是 开 子 流 形 U 上 的 光滑 切 天 量 场 . 切 天 


鞭 场 Xj, 在 自然 基底 (2 | 下 可 表 成 


| -一 Se， 2 
因为 坐标 函数 w 是 上 的 光 谓 水 数 ,所 以 
其 | 一 二 
也 是 尽 上 的 光 光 函数 . 
设 玉 与 Y 是 流 形 MM 上 两 个 光滑 切 和 拓 量 场 ,它们 的 Poisson 括 


号 积 定义 为 


[X,Y1= XY 一 YX. (4.5) 
即 [XX ,Yj 是 作用 在 C™CM) 上 的 算 子 ,对 任意 的 fEC™CM) 有 
[XY] = XC(YAD— YN. (4, 6) 


容易 验证 ,对 任意 的 了 ,gEC™”CM) 有 
C1) [XY] ga)=LR ,YT+[R,Y ea: 
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(2) [XY (fey=f: [和 ,7 十 5， [和 了 
这 说明 [X,7Y] 是 流 形 好 上 的 光滑 切 矢 明 场 . 在 下 面 还 要 用 局 部 从 
标 表 示 来 货 明 这 一 点 .我 们 先 研究 Poisson 括号 积 的 运算 规律 . 
定理 4.2 设 针 ,了 ,Z 是 流 形 M 上 的 光滑 切 矢 址 场 ，F,gE 
Caf), 则 
) [X,Y 1=—[Y,Xj; 
C2) [XX+Y,Z]=[LX ,21+[Y,2]; 
(3) LX ,sgY]=f* (Xe —g* (YDX+F + glX,Y]; 
《4 [XLY,21+[Y,[LZ2,X]+[2,[X,Y]]=0., 
证 明 只 要 按照 定义 逐条 验证 即 可 . 以 (3) 为 例 ; 设 he 
CCM)， 则 由 Poisson 括号 积 的 定 交 得 到 
[FX ,gY JA= (CfXI(CgYTYR) — (CgY YFRYR) 
= f/f" X(g Yh)—g*Y(f. XA) 
= ff (XEgNYTR) + fr gg XYh) 
— EYHRA)— gf YXh) 
— (fH(XE}Y :YT — g(Yf) + Rf: gLX,YDEh. 
因此 (3) 式 成 立 ， 
现在 我 们 可 以 用 局 部 坐标 表示 [XX,Y]. 设 (U ;wn) 是 流 形 M 上 
的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 可 设 


Xlu— De EE Yl, 一 D7 Ei, Cd. 了) 


其 中 6, 是 上 的 光滑 函数 ,由 于 | 过;,32; | 一 0 (i, jm)， 
根据 定理 4. 2 得 到 
[X,Yjlvo= [XJvu,Ylo] 
= Ds 7 2 (4. 8) 


j=] im 


因此 ,LX,Y] 是 流 形 M 上 的 光滑 切 和 撩 量 场 . 
定义 隶 2 设 关 是 流 形 MM 上 的 光滑 切 和 撩 量 场 . 若 在 pPEM, 
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叫 一 0, 则 称 点 疡 是 切 矢 量 场 互 的 一 个 奇 氮 . 

矢量 场 于 在 奇 点 p 附近 的 性 质 是 十 分 复杂 的 , 第 348 页 的 图 
18 给 出 了 欧 氏 平 涟 上 上 共有 孤立 奇 点 的 矢量 场 的 例子 . 光滑 切 矢 二 
场 的 霖 点 与 流 形 的 拓扑 性 质 密切 相关 ( 见 第 五 章 定理 4. 1 的 系 ). 
例如 : 在 偶 维 球面 上 不 存在 无 奇 点 的 光滑 切 矢 量 场 , 而 在 环 面 上 
却 存 在 这 样 的 切 舌 量 场 . 

光滑 切 矢 量 场 在 非 奇 点 附近 的 性 状 是 很 简单 的 . 我 们 有 下 面 
的 定理 . 

定理 4.3 设 蕊 是 流 形 MM 上 的 光滑 切 天 量 场 . 若 在 点 pE M， 
开关 0, 则 存在 点 户 的 一 个 局 部 坐标 系 (WY;w') ,使 得 

休 

de 

证 明 由 定理 4,1, 存在 点 pp 的 局 部 坐标 系 (Us;w) ,wu (p) 二 
90, 使 得 苹 限 制 在 U 上 可 表 为 


VE 日 
| 一 2 Ew (4. 10) 


其 中 二 :是 上 的 光滑 函数 .因为 淆 , 隆 0, 不 妨 设 各 (p) 隆 0. 由 于 上 & 
的 连续 性 ,可 假定 忌 是 疡 的 充分 小 的 邻 域 ,使 得 画 数 所 在 辟 上 处 
处 不 为 0. 考虑 常 徽 分 方程 组 

dz” El yo su”) 

da él(Cm a) 
其 中 记 是 自 蛮 大 ,而 关 (2 委 wa 委 mm) 是 未 知 国 数 . 根据 常 微分 方程 
理论 (参阅 参考 文献 [13]) ,存在 正 数 3, 使 得 (人 es) | |x | 二 
1}CU ,并 且 对 任意 给 定 的 初 什 (vw,…,v"), | 说 | 天 BC2 委 a 扫 闫 )， 
方程 组 (4. 11》 有 唯一 解 

au" = PW UD), dnd, (4, 12) 

满足 初 条 件 


六 |w 一 (4,9) 


2 过 立信， (4.11) 


FO sy) = vv’, “4. 13) 
并 且 薄 数 g* 光滑 地 依赖 于 x 和 初 值 vw. 
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作 变 莉 替 换 


wi 一 1 
(4. 14) 
下 一 号 
则 它 指 Jacobi 行列 式 是 
Ou so i") . 
or em | 一 1 ， 《和 .51 


所 以 存在 点 户 的 一 个 邻 域 多 CC 析 以 宫 人 过 ;过 天 ) 为 局 部 坐标 系 . 
在 这 个 局 部 坐标 系 下 ， 


区 | 让 一 De a 


3 ea 
一 2 


(4. 18) 


:= 和 要 
0 全 (4, 17》 


TH 一 -人 2 过 下 所 更， 
则 wr fs 过 加 ?是 下 上 的 局 部 坐标 系 ,并 且 


全 


Xlw ~ Boi 


定理 证 毕 , 

设 在 流 形 M 上 有 5 个 光滑 切 矢量 场记 ,,…,X;, 它 们 在 邻 域 
U 内 是 处 处 线性 无 关 的 . 一 个 自然 的 问题 是 : 在 U 的 每 一 点 p 处 
是 否 都 存在 局 部 坐标 系 (W io ) ,使 得 


已 
Xlw 一 3 lo? 《4. 18) 
时 避 
因为 | ,5 | = o, 所 以 当 (4 18) 式 成 立时 ,必定 有 
[Xs, Ks] = 0， la,pk. C4, 19) 


34 


反 过 来 , (4. 19) 式 也 是 满足 (4. 18) 式 的 局 部 坐标 系 wi' 存在 的 充分 
条 件 ( 证 明 方 法 可 模 鉴 定理 4.4 的 证 明 , 请 读者 自己 完成 ). 
条 件 (4.19) 是 比较 强 的 . 通常 考虑 的 是 下 面 的 类 似 的 问题 . 设 
在 每 一 点 p€ MM, 指 定 了 切 空 间 工 , 的 一 个 五 维 子 空间 L(p), 即 
是 MM 上 上 维 切 子 空间 场 .车 对 每 一 点 pEM, 在 yp 的 一 个 分 域 
5 上 存在 个 处 外 线性 无 美的 光滑 切 和 撩 基 场 X :和 ,使 得 在 每 
一 点 9EU,L(9) 是 由 先 基 Xi -六 (9) 张 成 的 , 则 称 也 是 光 
滑 的 二 维 切 子 空间 场 , 或 称 L* 是 流 形 M 上 光滑 的 天 维 分布 , 记 
五 | 一 ({ 辣 Teo。 ,和 (4. 20) 
切 秋 其 场 1 被 LL 确定 到 差 一 个 以 晒 数 为 系数 的 非 退 化 
线性 变换 . 实际 上 ,如 果 俞 
Y= > elXo， loih, (4, 21) 
p=l1 
其 中 at 是 上 的 光滑 西数 ,并 且 det la) 处 处 不 为 零 , 则 到 上 也 
是 由 六 ,… ,YY 张 成 的 . 即 
Lv = {YY,). 
问题 是 , 对 于 流 形 M 上 给 定 的 产 维 分 布 L*:, 是 否 存 在 局 部 坐标 系 
CW ;tw ,使 得 
Ll|w 一 | 闻 …)? (4d. 22) 
当 (4, 22) 式 成 立时 , 则 切 矢 量 场 ,可 表 成 
_ 9 
着 。=- 2 Bs? 


由 于 | 二 ,3 |==0, 则 


三 
LX,, Xs] 一 SCX), 《 生 , 23) 
?一 1 
其 中 
由 
Ba Ba 
0 Ds) (4. 24) 
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式 中 45==( 克 ) 表 示 和 矩阵 4 一 (ap) 的 道 和 矩阵 . 显然 ,如果 切 天 荆 场 了 1， 
,YY 张 成 同一 个 训 维 分 布 *, 则 当下 (1 所 a 所 有) 满足 条 件 (4. 
23) 时 ,[Y。,Ygj 也 可 表 为 Y; 的 线性 组 合 . 

定 光 4.3 设 玉 是 流 形 好 上 的 产 维 光 请 分 布 .如果 在 任意 一 
个 华 标 域 U 上 , 当 玉 由 处 好 线性 无 关 的 光滑 切 天 基 场 六,… ,区 ; 
张 成 时 ,[X。,X8] (saypsp) 都 可 以 表 成 的 线性 组 合 , 则 称 
分 布 I* 适合 Frobenius 亲 件 ， 

定理 4.4 设 是 定义 在 版 的 一 个 开 集 U 上 的 上 维 光 滑 分 
布 , 则 对 任意 一 点 pEU ,存在 点 p 的 局 部 坐标 系 (W ;w) ,WCU,， 
使 得 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 I* 适合 Frobenius 条 件 . 

通常 把 上 述 定 理 称 为 Frobenius 定理 . 

证 明 必要 性 在 前 面 已 证 . 为 证 充分 性 ,我 们 对 分 布 的 维 数 
作 归 纳 法 . 

当天 一] 时 ,由 定理 4.3 知 命题 为 真 , 假定 充分 性 对 于 一 1 维 
分 布 成 立 , 设 分 布下 由 UU 上 处 处 线性 无 关 的 切 矢 量 场 六; ,… ,XX 
张 成 ,并 且 

[XX 二 0 Cmod RY)， 1 所 a 世上， 

由 定理 4. 3, 在 点 存在 坐标 系 (y!，… ,yy*) ,使 得 


Xi = 3 (4. 25) 
以 下 设 1 所 4,g,wh 一 1, 命 
KX, 一 大 一 (XXX (4. 26) 
显然 
Ky =0, 办 一 1. (4. 27) 


因此 二 {Xi ,X61 Xi); 所 以 这 五 个 切 秋 量 场 仍 适合 
Frobenius 荣 忻 , 旋 可 设 
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[Xi,X,] Sav Xi (mod X'). 
将 上 式 两 边 的 算 子 作用 于 函数 关 , 则 得 a 二 0. 因此 -1 维 分 布 
”1 一 {X11} 适合 Frobenius 茶 件 ,根据 归纳 假定 ,存在 
点 p 的 局 部 坐标 系 (z'，…,z") ,使 得 

了 全 1 一 | 学 ，…} 4 28) 


因为 和 和 只 差 一 个 非 退 化 线性 变换 ,由 (4. 27) 式 得 到 


Biy 一 一 0. (4. 29) 


由 于 7- Ea pp. ox | :根据 Frobenius 条 件 可 设 


3 1 _ EE 
[ 坊 ,X, |= br, mod 过 | 。 
将 上 式 两 边 作 用 于 y', 则 得 b==0， 所 以 


[二 ,zx |= Dc 二 ， (4. 30) 
在 坐标 系 (z1,…,z"*) 下 , 设 闷 可 表 成 
有 一 De' 这 ， {4. 31) 
则 
已 = De; 日 
[过世 = 2 Bi Br: (4. 32) 
将 上 式 与 (4, 30) 式 对 照 , 则 得 
2 ~ 0， 1 志和 一 1,hOpEm. (4. 33) 
这 说 明 癌 只 是 有 *,…,z" 的 了 消 数 . 命 
7 一 S » 9 
X= 人 3 (4. 34) 
则 仍 有 
1:_13 8 ,, 
Li E22 7 辣 | 
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根据 定理 4.3, 存 在 从 (xz;2”) 到 (or,… ,tw") 的 局 部 坐标 变 找 ， 
使 得 XX 可 以 表 成 


; 9 
六 — 3 


上 面 的 变换 不 涉及 z!,… ,2*-!. 再 命 t 二 2z* (1 坟 Ah 一 1), 则 (rw ， 
… ,tu") 成 为 点 户 的 局 部 坐标 系 ; 在 此 坐标 系 下 


DO 9 
= [Bor Be 


(4. 35} 


定理 证 毕 . 
注 记 ”在 应 用 中 ,把 Frobenius 定理 写成 用 外 微分 叙述 的 对 
偶 形 式 是 方便 的 ,参阅 第 三 章 的 定理 2.4. 
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第 二 章 ”多 重 线性 代数 


31 张 量 积 


本 章 是 为 深入 地 研究 微分 流 形 作 一 些 代数 上 的 准备 . 我 们 先 
回顾 矢量 空间 的 概念 . 

用 下 表示 数 域 . 在 本 书 中 ,Ff 通常 是 指 实数 域 R 或 复数 域 忆 . 

所 谓 域 下 上 的 矢量 空间 V 是 指 一 个 非 空 集合 ,在 这 个 集合 中 
定 光 了 两 种 运算 ， 

《1) 加 法 ; 

(2) 对 上 的 数 有 乘法 CF 的 元 素 写 在 左边 ). 
要 求 这 两 种 运算 满足 下 列 条 件 ， 

(1) 集合 人 V 关 于 加 法 运算 成 为 交换 群 ,其 单位 元 素 记 作 0( 零 
天 量 ); 

(2) 对 于 a,AEF,z,yEV 有 

(a) atz 二 yy) =~=artay, 

(by (a 十 rr 一 az 十 Br， 

(0) ap) zr =a(tPr), 

(d) 0 + X=0,1 * X=—x, 
空间 站 的 元 素 称 为 矢量 ,FF 的 元 素 称 为 数 基 . 

如 果 在 Y 中 存在 x 个 元 素 a1,…,a, 使 得 V 中 任意 -个 元 素 
可 以 唯一 地 表 成 这 = 个 元 素 的 .系数 在 正中 的 线性 组 人 台 , 则 称 下 
是 维 天 量 空间 . 这样 一 组 矢量 {gj,… ,a,} 称 为 空间 V 的 一 个 基 
底 . 很 明显 , 在 取 定 基底 之 后 矢量 空间 了 就 等 同 于 由 有 序数 组 
(oo (a EF) 组 成 的 矢量 空间 . 

注 记 者 把 上 面 的 域 下 换 成 环 RR, 则 按 则 样 的 方式 可 定义 环 
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民 上 的 线性 空间 ,这样 得 到 的 环 灵 于 的 线性 空间 称 为 ( 左 ) 慌 - 模 ， 
第 三 章 $ 1 所 定义 的 矢量 从 的 截面 空间 构成 一 个 CmCMD - 模 . 

设 了; VF 是 VV 上 的 F- 值 函数 . 如 果 对 任意 的 msET 及 
gia 三 下 有 

Taw ev) ~ a fm) ef (v2), 《1. 1) 

则 称 了 是 7 上 的 F- 值 线性 沙 数 . 显然, 如果 了 ,g 是 V 上 的 六- 值 
线性 国 数 ,aE 五 , 则 f 十 g,af 仍然 是 VY 上 的 F- 值 线性 栈 数 . 这样 ， 
全 体 VV 上 的 下- 值 线性 落 数 的 集合 成 为 域 记 上 的 矢量 空间 , 记 作 
7”, 吓 做 了 的 对 偶 空 间 ， 

如 果 T 是 域 上 的 wn 维 笑 基 空 间 ; 则 VYV' 也 是 下 上 的 维基 
芋 空 间 . 设 {tel :as} 是 Y 的 一 个 基底 , 且 

v= You EV, IEV', 


f=] 


则 


Co) 一 > oa) (1. 2) 


IT 一 1 


所 以 线性 区 数 了 由 它 在 基底 上 的 值 fa) (1 志 ; 志 #) 所 袖 定 . 于 是 
订 定 义 线性 函数 a"''EV' ,1 态 i 志 n, 使 得 
a"'(aj) = H;, 1 了 (1. 3) 
那么 a * (wv) 二 wi, 所 以 
flv) = Sf v= DY farily), 


f= fia'', (1. 4) 


其 中 f=f (tan). (1.4) 式 说 明 V' 的 任意 一 个 元 素 都 可 用 {a"',1<; 
Sn) 线性 表示 . 易 见 这 种 表示 是 唯一 的 ,因此 {fe 1 和 是 风 
的 基 座 , 称 为 与 {ai,1 志 7? 过 n} 对 候 的 基底 . 所 以 7" 也 是 域 玉 上 的 > 
维和 拓 量 空间 . 
注 记 2 是 矢量 空间 Y 在 取 定 基底 fei,…,a,} 后 的 坐标 茵 
4 


数 . 实际 上 ,a "(vw) 二 vw ,有 即 a*'(v) 是 矢量 wv 关于 取 定 基 诡 的 第 i 个 
分 量 . 
VvV* 和 VV 的 对 偶 关 系 是 相 盐 的. 我 们 定义 
(wn Ooo veEV,vuEV, {1.5) 
则 < ，} 是 定义 在 Vxv" 上 的 所 值 函数 ,并 且 对 每 一 个 变 基 都 是 
线性 的 , 即 : 对 于 wviyvzEV vw tv EV' ,及 ,oyEF 有 
{aivwl 十 cava ) 一 zy 十 gay ), C1 6) 
《和 十 
在 (1.5) 式 中 国定 矢量 wEY, 则 心 ,， > 是 Y "上 的 丘 值 线性 区 数 ; 反 
过 来 ,V" 上 的 Fr- 值 线性 函数 都 可 以 如 此 表示 . 设 yg 是 V'* 上 的 FF- 


值 线性 函数 ,只 要 命 vu 一 >》 gla "Ya,, 则 对 任意 的 v*EV'* 有 
一 | 
‘UV 一 Dl gla’) as") 
= 2 (0) * pla"’) 


=- Deo (Ca) a’ 一 gv’ ). Cl1.7) 


因此 站 可 以 看 作 六 上 的 上 - 值 线 性 函数 所 成 的 矢量 空间 , 即 是 
V* 的 对 偶 空 间 . 
现在 我 们 把 土 面 的 讨论 稍 作 一 些 推 广 , 假定 ?,W,2Z 都 是 域 
五 土 有 限 维 的 矢量 空间 . 
定义 1.1 身 射 f; 7 一 和 称 为 线性 的 ,如 果 对 于 vw ,vs EV， 
max 人 上 有 
falv, 十 ov) 一 ao) 十 of Cw). (1. 8)» 
映射 六 VXWW 一 2 称 为 双 线性 的 ,如 果 了 对 于 每 一 个 变 基 都 是 线 
性 的 , 即 ， 对 于 任意 的 Vvirvs EV, WrtwzEW 太 a ,oeEF 有 
fav tt ve) = of ww) + ef vs rv), 
vow 十 ow) = af v0) + fv ,ws), “1.9) 


4] 


类 似 地 可 以 定义 > 重 线性 映射 
fi VX XV 
其 中 YY 部 是 严 上 的 矢 荆 空间 ， 

当 2 一 天 (看 作 关上 的 一 维 矢 基 空间 ?时 ,定义 1.1 给 出 的 就 
是 到 - 值 线 性 男 数 .有 - 值 双 线 性 函数 和 天- 值 > 重 线性 函数 . 

从 太 X…X 人 到 工 的 全 体重 线性 映射 的 集合 记 作 经 (1， 
V2). 若 ,gE CVs,V12),aEF, 对 于 任意 的 vw EV,， 
1 所 1 之 +r， 命 

(faI CV so 一 (or 十 是 (yes 

(af NV Ue fv,), 
则 Hg,e 仍 属于 和 (YiZ). 显然 ,集合 人 (Vi ,-…,V ;2) 
关于 这 两 种 运算 成 为 域 丰 上 的 矢量 空间 ， 

空间 区 (8Y ;2Z) 的 结构 比较 简单 . 在 Y 中 取 基 底 {aiy…,as} ,在 
2Z 中 取 基 底 { 志 Bw} , 则 了 ECV;2Z) 由 它 在 菇 底 {a;} 上 的 作用 
所 确定 . 设 


‘(1.10)» 


fla) 一 YP fibss liSn, (1. 11) 
a=1 


则 了 对 应 于 nxm 阶 算 阵 (Ff,), 不 难看 出 ,空间 人 (VY;2Z) 和 nm 
阶 和 矩阵 (元 素 属于 互 ) 所 成 的 矢量 空间 是 同 梅 的 . 通常 我 们 也 用 记 
号 
VIZ) = Hom(V ,Z)， (1. 12) 
现在 的 问题 是 要 把 VxW 上 的 双 线 性 映射 转化 为 线性 岗 射 ; 
确切 地 说 ; 对 于 给 定 的 矢量 空间 玉生, 要 构造 只 依赖 VI 和 Ww 
的 天 量 空间 了 及 双 线 性 映射 : VXW-> 了 ,使 得 对 于 任意 的 双 线 性 
映射 
f:VxW—2Z, 
存在 唯一 的 线性 映射 g; YZ ,适合 
f=g"h.VxW—2, (1. 13) 
或 者 说 有 如 下 所 示 的 交换 图 表 : 
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VxW—— = YY 


E 1. 14) 


要 构造 的 空间 Y 就 是 V 和 W 的 张 量 积 . 

为 了 投 述 清楚 起 见 , 我 们 先 说 明 对 偶 室 间 V*' 和 W'* 的 张 其 
积 . 设 v* EV* ,mw' EW' ,线性 酒 数 v* 和 w* 的 张 量 积 vw' Crw’' 定 
义 为 

VY” OW COO) = vv) wD) = U0 ww ), 

‘1.15) 
其 中 wvEV,wE 邢 , 则 wv' C9w' 是 VXW 上 的 双 钱 性 函数 , 即 v' 
ww CV Wi; 运算 的 是 从 VXW 到 VW ;FF) 的 双 线 性 
映射. 实际 上 ,对 于 wi az EV' ,ww' 和 全" 及 moE 天 ,我 们 有 
(Cav 十 az ) Ow (vt) 

= vv 十 dav to”) 

= a NW) 二 ev vw) 

= (a(v’ 国人 十 oo Hw )) (vw)) 
即 

(apy 十 a 》 的 名” 一 Xv OV tw" ) 十 tv CO re" ). 

C1. 18) 
同 理 ,运算 的 对 于 第 二 个 因子 也 是 线性 的 ， 

天 量 空间 了" 和 全 "的 张 量 积 了 GO ' 是 指 形 如 vv* Cow * Cv 
ET7 :mW EW’) 的 元 素 所 生成 的 矢 鞭 空间 , 它 是 色 (V 多; ) 的 
子 空间 . 要 指出 的 是 , 张 量 积 V*COW ' 的 元 素 是 形 如 v* SOrw' 的 元 
素 的 有 限 线性 组 合 , -~ 般 不 能 写成 单项 式 ,如 wv* 的 w" (请 读者 举 
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例 说 明 ), 张 量 积 了 "的 中 "中 能 写成 单项 式 ”” C9rw" 的 元 案 称 为 可 
分 解 的 . 
在 7 “和 友 "中 分 别 取 基 民 人 ”1 天 ;和 人 和 人 ”1 委 o 委 训 ) 
因为 @ 是 双 线 性 映射 ,所 以 
v" Ww = 人 Ca (bY)a'’ Wb, (1.17) 


其 中 {a.}, {5。 } 分 别 是 在 六 和 W 中 的 对 偶 的 基底 ,因此 克 OW 
中 的 元 素 都 可 以 表 成 as 的 六 "的 线性 组 合 . 容易 证 明 a''6906** 
(say 1 委 a 委 mm) 是 线性 无 关 的 ,所 以 它们 构成 张 量 积 7 的 
的 基底 ,因此 V “的 人 "是 x 关 维和 天 量 空 间 . 可 以 证 明 ,任意 一 
个 下 - 值 双 线性 国 数 f: VXW 一 下 都 可 以 表 成 a*'"505' "的 线性 组 
合 , 因 此 
V* BW = VY, Wr). 
因为 天 量 空间 和 伍 又 分 别 是 了 “和 殉 "的 对 偶 空 间 , 同 理 
可 以 定义 张 革 积 YOW ,并 且 仍 然 有 
VOW= EV ,Wr' yk). 
张 世 积 VOW 和 V' OW'* 是 互 为 对 侦 的 ,只 要 命 
‘vO wv HOw) = (VU) (wy) (1.18)» 
特别 是 
n Dj sp _ ip {1 (m= (jp), 
人 0 《ia) #0,P), 
(1.19) 
所 {ado Ein 1 EarEm} 有 和 {a Ob ", ia 二 wm) 
是 互 为 对 偶 的 基底 . 因此 
V* OW’ = (V mW).. 
定理 1.1 设 : VxXW>VOOW 是 张 量 积怨 给 出 的 双 线 性 映 
射 , 妈 对 于 vwEV,wEW 有 
下 人 DT) = v6 w, (1. 20) 
则 对 任意 的 双 线 性 映射 f; VY x WW->Z ,存在 唯一 的 线性 映射 
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£1:V OW— Z, 
使 得 
f=gh,V XW— XZ. 《1. 21) 
证 明 定义 线性 映射 g: VOOW->Z, 使 它 在 基底 上 的 作用 是 
Ela Ob) 一 aa 和， ln 1 
《1. 22) 
若 设 
TC 二 yoa 和 六， 字 一 yo。 EE WW, 
:=1 a=1 
出 
gv 0 rw) = DS viwrg (a, 0 6,) 


一 Dviw'f a, ,bo) 


= f(v,w), 
所 以 [二 g。h; VXW2Z. 显然 g 是 唯一 确定 的 . 
系 ”矢量 空间 2(V ,Wy2) 与 (VOOW ;如 是 同 构 的 . 
证 明定 义 映 射 
Pp EV OWIZY > OV ,WZ), 
使 得 
Hg) = gh, gE LY HWW,Z), 《1. 23) 
其 中 请 如 (1. 20) 式 所 定义 . 定理 1. 1 说 明 映 射 是 1-1 的 满 喘 射 . 
显然 p 是 线性 的 ,因此 p 建 立 了 这 两 个 矢 其 空间 之 间 的 向 构 ， 
线性 函数 的 张 量 积 运算 可 以 推广 到 任意 的 多 重 线性 函数 . 设 
EALAV VP gE AAW WF) ,它们 的 张 量 积 As 
定义 如 下 ;: 设 wEVi, Si wj€E 1 志 j 才 +r, 则 
Ff CO BDI Oa te) = fDi ) gs) 
(1. 24) 
显然 fC9g 是 ViX-… XV,XWiX…XW, 上 的 下- 值 (xr 十) 重 线性 
叮 数 , 张 量 积 运 算 @ 是 从 (CVV; X 5(Wi0 Wy 所) 到 
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TT pp i < me -a 


VV 的 双 谎 性 鼎 射 . 
定理 .2 张 量 积 运算 的 适合 结合 律 . 即 : 对 于 任意 的 PE 
EVD 有 
(po OE op (fe. (1. 25) 
证 明 为 简明 起 见 ,只 对 s 二 r= 二 + 二 1 的 情形 进行 证 明 , 一 般 
情形 是 类 似 的 . 设 vE VwEW,z€ 21; 则 
(PHO PW) HO Ev 2) = FOO v0) ez] 
= PC) pO) » (C2). 
同 理 
PO POO) = Pv) pw) + Ez). 
所 以 
(FO OE= PO FHS. 
由 此 可 见 记 号 9 COwe9E 是 有 意义 的 , 称 为 这 三 个 元 素 的 张 量 积 . 
我 们 把 形 如 voorwl9z (wvEV,wEW,zEZ) 的 元 素 所 生成 的 
天 基 空 间 记 作 VEOW692Z, 称 为 矢量 空间 VY,W ,2Z 的 张 量 积 . 这 里 
vw 分 别 看 作 V*,W'* 和 2* 上 的 FF- 值 线性 函数 . 
同 理 , 疹 Vi,…,V, 是 下 上 的 矢量 空间 , 则 可 定义 它们 的 张 基 
积 VC .其 ,的 基底 是 
(al an ) 
则 YQ9-…C9V, 的 基底 是 
a War DDDal, lmEn, i= 1,,s, 
《1. 26) 
所 以 
dimyi @ … OV 一 dimy dimny .dimy ， 
(1. 27》 
容易 证 明 
VC OV, = EV eV FY. 
定理 1.3 设 h; ViXwXV 一 V1 的 …60V, 是 张 量 积 的 所 定 
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六 的 s 重 线 性 映射 , 即 对 于 六 Els: 委 ?有 
下 人 《1] .了 8 ) 
则 对 任意 的 FE se ,… ,Vs;Z) 存 在 歇 一 的 线性 映射 g€ OV 
09-…690V,;Z) ,使 得 
f=g**h:VIX XV,»2Z. (C1, 29) 
证 明 与 定理 1. 1 类似, 请 读者 上 自己 和 完成. 
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在 上 一 节 我 们 讨论 了 张 址 积 的 一 般 概念 . 在 微分 几何 中 所 用 
的 ,经 常 是 同一 个 矢量 空间 与 它 自己 以 及 它 的 对 侦 空 间 的 张 量 积 . 
定义 2,1 设 站 是 域 下 上 的 = 维 矢 量 空 间 ,其 对 侦 宝 间 是 

TY“*. 张 堪 积 
17 一 的 的 7 了 的 六 国人 乓 于 《2. 1) 


的 元 粽 称 为 (r,s) 型 张 量 ， 其 中 ， 是 张 量 的 反 变 阶 数 , 是 其 协 变 阶 
数 . 

特别 是 ,VY*y 的 元 素 叫 和 做 7 阶 反 变 张 量 ,V 的 元 素 叫 做 s 阶 协 
变 张 基 , 还 约定 Vo 二 下 ,Vo 一 VW 一 V*' ,VV 的 元 素 称 做 反 变 矢量 ， 
V “的 元 素 软 做 协 变 矢 基 ， 

注 记 ”在 应 用 时 , 张 量 积 V :中 六 和 六 "的 各 个 因子 可 能 是 安 
符 出 现 的 . 将 它们 排 成 (2.1? 的 形式 ,只 是 为 了 记号 的 便利 . 

根据 $1 的 讨论 ,dim V 一 二 ,并且 

Vs OV VV VP), 


个 5 个 
也 就 是 说 , {r,s} 型 张 量 是 定义 在 
VXV I XV 
一 


中 
上 的 开 - 值 tr 十 *) 重 线性 函数 . 设 {e ,1 二? 广 #} 和 {e*',1 氨 ?过 nn} 分 
别 是 Y 和 “中 彼此 对 偶 的 基底 , 则 空间 人 的 基底 是 
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TI 和 MI 和 PP NE i Me di a 


2; 60 …: Oe eh eh, Ti 
(2.2) 
因此 (r,s) 型 张 人 入 x 可 以 唯一 地 表 成 
TI 二 2 Te De, Oe "He" ， 《2. 3) 
其 中 ze 称 为 张 量 z 在 基底 (2.22? 下 的 分 其 . 很 明显 ， 
ee 
= 人 的 的 e 人 的 el 0 … 的 er 全 )， 【2. 4) 
在 处 理 张 量 时 ,常用 Einstein 的 和 式 约 定 : 在 一 个 单项 表达 
式 中 出 现 重复 的 上 、 王 指 标 ,表示 该 式 关 于 这 个 指标 在 它 的 取 值 范 
围 内 求 和 ,而 略 去 和 号 不 写 , 例如 ,在 (2, 3) 式 中 原 有 r 十 * 重 和 号 ， 
采用 这 个 约定 则 可 写成 
5 
当 尖 量 空间 V 的 基底 改变 时 , 张 量 的 分 量 是 按 一 定 的 规律 变 
换 的 . 设 1z2,, 1 所 i<<n) 是 V 的 另 一 个 基底 ,相应 的 对 偶 基 底 是 
Le“，]<sr 过 2. 用 原 基 底 表 示 ,可 设 


它 ， 一 :26 ， 《2. 6) 
其 中 a= (Ca ) 是 行列 式 不 为 零 的 xm 阶 方 阵 . 因此 
E ”一 月 e "1 《2. 7) 
其 中 8 如 = ( 且 ) 是 的 六 矩阵 , 即 
cp = Bus = (2. 8) 


车 用 zn 记 张 量 z 在 新 基底 下 的 分 量 , 则 
~ Pe es 的 和 的 E 0 pd 0 a O09 £ + 
一 FI" kk 0 “Bee, (人 TE e, 四 e100 .+ GOe's, 


在 经 典 的 张 基 分 析 中 ,变换 公式 (2. 9) 是 定义 张 基 的 根据 . 
(r,s) 型 张 其 的 空间 Vi 是 矢量 空间 ,所 以 间 类 型 的 张 报 可 以 
相 加 ;: 张 其 也 可 乘 以 一 个 数量 . 此 外 , 张 其 还 有 溢 法 和 缩 并 两 种 运 
算 . 两 个 张 基 相 乘 就 是 它们 作为 多 重 线性 函数 的 张 基 积 . 
定义 2.2 设 工 是 (rs 型 张 起 ,是 (rasz) 型 张 景 , 则 它们 
的 张 量 积 zeOy 是 (ri 十 ra 十 5 型 张 基 ,其 定义 是 
I CO CO SU I "Vs te 
一 TV gs VD ) 
a yw "it! yn Jt Us +1 四 Vs ts (9.]10) 
(rz Oy ts, . 


f1 十 吉 


一 > (2.11) 
] 


J 


如 $ 1 所 讨论 的 , 张 量 的 乘法 适合 分 配 律 和 结 人 台 律 ( 见 定理 1. 2). 
定义 2.3 取 两 个 指标 hp 使 1 委 A<Sr se. 对 于 任意 一 
个 可 分 解 的 cr,s) 型 张 基 
T= Ou EV, (2.12) 


1 


命 
Coalr)= (Wav vO 
Ov 0 0 Oo, (2.13) 
其 中 记号 *“* ”表示 去 掉 该 因子 ,网 CCzr) € V7!. 将 映射 zz 
Cutxz) 作 线 性 扩充 得 到 线性 映射 Cu: Vi- 一 VY 让 !, 称 为 缩 并 ， 
若 张 量 x 用 分 其 表 示 为 
Ir 二 TU Oe Oe e's, (2.14) 
根据 缩 并 的 定义 得 
Ca 人 一 区 Ce Bo Doe, Be We’) 
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— et 
和 


‘Oe Bee (2.15) 
站 此 从 分 坡 来 看 , 缩 并 Ci 就 是 关于 第 4 个 上 指标 与 第 k 个 下 指标 
的 对 等 求 和 . 缩 并 降低 了 张 量 的 阶 数 , 它 是 一 个 很 基本 的 运算 , 全 
如 , 设 了 = 名 ecoe 是 41,1)? 型 张 量 , 则 = 的 缩 并 就 是 求 矩 阵 ( 总 } 的 


迹 > 6: 所 得 的 是 一个 与 坐标 系 远 取 无 关 的 数量 . 


设 
TY) = WO OY, 
考虑 直 和 下 (Y) 一 2 TY) ,其 元 素 x 可 表 成 形式 和 
一 > rr, TE TF), (2, 16» 


和 和 式 中 除 有 限 多 项 外 其 余 各 项 都 是 零 . 这 样 ,T'(V) 是 元 限 维 矢量 
空间 . 张 量 的 乘法 通过 分 配 律 可 以 扩充 成 了 (V) 中 的 乘法 ,因此 拓 
基 空 间 工 (V) 关 于 这 种 乘法 成 为 一 个 代数 , 称 为 矢量 空间 V 的 张 
景 代数 . 

同 理 ,V ' 的 张 其 代数 是 TO)= >) TOYV = BV, 


如 $1 所 讨论 的 ,矢量 空间 Try*) 和 TV) 是 彼此 对 侦 的 ， 
它们 的 配合 是 
(的 
(2. 17) 
其 中 vjEV,v"'EV'， 
用 (7) 记 自然 数 们 ，… ,xr} 的 置换 群 . 92?Cy) 的 任意 一 个 元 素 
5 决定 了 矢量 空间 TC(V) 的 一 个 自 同 态 ; 设 xET CV), 则 定义 


GT (2. 18) 
其 中 wu 'EV', 易 证 ,如 果 二 109…69w,, 则 
Gx = vs 10) Oo 8 ,to, (2. 19) 
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其 中 a :表示 o 的 道 元 素 . 
定义 3.4 设 *ET7). 若 对 任意 的 ecE 2 (rm ,部 有 


厅 一 本， 2. 20) 
则 称 < 是 对 称 的 ~ 阶 反 变 张 量 . 若 对 任意 的 cE tr) ,都 有 
GT 一 SB， 《2. 21) 
其 中 sgno 表示 置换 a 的 符号 , 即 
1 ， 5 是 偶 置 换 ， 
sgn z 一 _ 1， 是 青 置换 ， (2. 22) 
则 称 x 是 反对 称 r 阶 反 变 张 量 . 


定理 2.1 设 xET'(V), 则 zz 是 对 称 张 基 的 充 要 条 件 是 : 它 
的 分 基 关 于 各 指标 是 对 称 的 ;z 是 反对 称 的 充 要 条 件 蚌 它 的 分 二 
关于 各 指标 是 反对 称 的 . 

证 明 设立 的 基底 是 {el,…'e})* 则 当 = 是 对 称 张 量 时 ,对 任 
意 的 azE .Setr) 有 

To rp Ne) VCer yoeeyes nr 
= re De en] = rn, (2. 23) 
反之 亦 然 . 若 工 是 反对 称 的 , 则 对 任意 的 eE 527(r) 有 
Xr re le") = sgno orle ee) 
一 sgh 可 + Le on, (2. 24) 
友之 环 然 ， 

用 P"(V) 记 全 体 对 称 的 x 阶 反 变 张 量 的 集合 ,用 让 (V) 记 全 
体 反 对 称 的 x 阶 反 变 张 量 的 集合 , 因为 置换 a 在 ZTC7) 上 的 作用 
是 自 同 态 , 所 以 对 称 张 量 的 和 仍 是 对 称 的 ,反对 称 张 量 的 和 仍 是 反 
对 称 的 ,因此 产 (7) 和 47) 都 是 TV7) 的 线性 子 空间 . 

定义 2.5 对 任意 的 xET"(V), 命 


S,(z) = 3) oz, (2, 25) 
“ostry 
A.Cx) = 1 D3 SgNno + ox, (2. 26) 
六 err 
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则 ST),A(z)ETTOV)., 显然 , 陕 射 5,,A,: T'(V) 一 77(V) 都 是 
IT"(VD) 的 自 同 态 ,分 别称 为 7 阶 反 变 张 量 的 对 称 化 算 子 和 反对 称 
化 算 子 ， 
定理 2.2 P'(V)=S, CT OV ,AVS AT 07))， 
证 明 首先 证 明 张 量 z 对 称 化 的 结果 是 对 称 张 基 , 反 对 称 化 
的 结果 是 反对 称 张 基 . 设 EET"(V), 则 对 任意 的 rE 220r) 有 
eSA(x)= i DD rez) = 5,(x), (2. 27) 


* attr) 


TCA.(T))= 汪 > sSENS * Tlo(T)) 


HE) 


sgnr: 小 > SpNnET ooo) *To g(r) 


rl és) 
= sgnTtT * A,Cr). (2, 28) 
所 S.CCV OYECPOTY AT(VNYCA YY. 

此 外 ,容易 证 明 : 对 称 张 量 在 对 称 化 算 子 作用 下 不 变 , 反 对 称 
张 芋 芷 反对 称 化 算 子 作用 于 不 变 . 因此 Pr(V)== 5S, (PC ))， 
本 (7) 一 4A.CUACV)). 所 以 

PWV) = SATIV)), A'(V) = A,CT VY))Y. 

上 面 关 于 对 称 张 量 和 反对 称 张 晤 的 讨论 同 祥 可 用 于 协 变 张 
量 . 全 体 对 称 的 + 阶 协 变 张 量 的 集合 记 作 PCV ' ) ,全 体 反 对 称 的 > 
阶 协 变 张 量 的 集合 记 作 hr(V *). 


33 外 代数 


由 于 上 , Cartan 系统 地 发 展 了 外 微分 方法 ， 使 得 反对 称 张 其 在 
流 形 论 的 研究 中 占有 十 分 重要 的 地 位 . 反对 称 的 阶 反 变 张 量 也 
叫做 外 = 次 矢 直 ,空间 A'(V) 称 为 VY 上 的 外 次 矢量 空间 . 为 方便 
起 见 , 还 约定 如 (Y) 一 六 ,Ar7) 一 严 
要 紧 的 是 ,外 矢量 有 外 积 运算 ， 两 个 外 矢量 相 屁 得 到 另 一 个 
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外 和 天 重 . 
定义 3.1 设 上 是 外 点 次 矢量 ,? 了 是 外 工 次 矢 旺 , 命 


é 人 ?二 LAE OD, ‘3.1) 


其 中 Ai4: 是 定 多 2,5 所 规定 的 反对 称 化 算 子 , 则 A 是 合十 让 次 
外 天 基 , 称 为 外 天 攻关 和 3? 了 的 外 积 , 
定理 3.1 外 积 运 合 下 列 运 算 规律 , 设 ,6E NCV), 7 
PD EV), MN 有 
(1) 分 配 律 ， 
(十 ATT= y+ Ay, 
Ai 十 太一 二 A 页 十 二 六 六 
(2) 反 变 换 律 . Ay 二 (一 1)*yA 
《3) 结合 律 ，(&A7) NE 一 EA nAL). 
证 明 (1) 分 配 律 是 张 量 积 和 泛 对 称 化 算 子 的 线性 性 质 的 推 
论 ,因此 是 明显 的 ， 
《2) 因 二 A? 是 民 对 称 张 量 ,所 以 对 任意 的 rE 2 (十 门 有 
re An)=spgnre hn. 
1 1 
取 Cl 1 |， 
则 sgn r= 二 (一 2)*, 所 以 对 任意 的 v1,…,v**1iEV* 有 
EA nv l,m et) 
= (— Dé A yw ™ ,vt ) 
一 1 )* D3 sgna .over ,ow ) 


。 | 

到 上 J 

#4 orf 二 17 #4 器 oTf 夺 十 1 
yo ) 


= SG sgne .goo0") 


VE et ty 
人 十 了 种 打 站 二 


一 【一 Dy A él, er 人， 
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{3) 设 vwlowv EV ; 则 由 十 必得 
(Ce A 7) A Elvi wt th) 
__. | 
8 ry 


. (é A MY CU ,ee Ut 


型 器 [十 革 吓 于 二 二 大 
“Fv PT es 名 ) 


sgllo 


1 
~ klflh! 


sgno 
个 三 全 二 十 4 十 所 
#4 (ly 二 可 十 
* (TD $s } 


# 呈 (由 十 [十 1》 证 本 [中 十 下 十 由 3 
可 ELv 3 vo ) 


— 1 
RItik! 

# ly 开本 + 1 尹 本 {由 十 上 

* 二 fr 9 ) ， nt $s ) 


并 加 [十 [二 1 再 是 
吕 Ev 和 二 本 由 [| ) $ 


sgno 
Et 


因此 

CADASIL ,EBT OE. (3.2) 
同 理 可 得 

十 之 十 页 
六 (人们 一 CAs 7D) 
= (EAnAL, 
注 记 营 &,7EV==ALCV), 则 由 反 交 挽 律 有 
SAy=— 7 As, AE=7A7=0. (3.3) 


一 般 地 ,如 果 一 个 外 积 多 项 式 含有 两 个 相同 的 一 次 因子 , 则 该 式 必 
为 零 . 

设 {ei 和 En } 是 Vv 的 一 个 基底 ,根据 结合 律 的 证 明 我 们 有 
人 "0 el, 一 re， 的 i (9 ef ) 了 ] A z1 9 A 好 


es 


{3. 4) 
由 上 面 的 注 记 , 只 有 当 志 ,…，,i; 互 不 相同 时 ,外 矢量 e, A…Ae， 
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才 不 是 零 . 龙 其 是 当 >> 呈 时 ,指标 证 必 有 重复 者 , 故 相 应 的 
外 矢量 必然 是 零 ， 
设 后 是 次 外 舌 量 ,用 分 量 可 表 成 
一 人 国人 (3. 5) 
因为 反对 称 化 算 子 是 线性 的 ,所 以 
t= Aé = Eee 的 的 e) 


一 工 和 ee A FP A = 
r] 1 


因此 ,次 数 大 于 半 的 外 天 量 都 是 零 , 即 
A = 0} (rn). 3.6) 
设 r 委 az. 由 定理 2. 1,€ 的 分 量 &4“ 关 于 上 指标 是 反对 称 的 ,所 以 
可 表 成 
一 2 Ee A he. (3.7) 


现在 我 们 要 证 明 ; 当 rn 时 ， te 太 Ne sl i En} 
构成 外 矢量 空间 (WV) 的 基底 . 为 此 目的 ,只 要 证 明 这 
1 n! 
ri —r)! 


个 外 矢量 是 线性 无 关 的 . 我 们 先导 出 ,A … Ae; 的 求 值 公式 ， 
设 Us ”是 VV” 中 任意 r 个 元 素 : 则 


ei 并 ez ”ee 


2 SEN do M 《e， Oy PT 《er yo ) 
tr 
Ce U0"!) 三 《e， J 
(gr 10" ) a (er 10"") 
: : : (3. 8) 
(ei 0") a (2, 9 “ry 


上 式 称 为 ,人 … Ae, 的 求 值 公式 . 特别 是 
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a p= Po th “mm 


2; A El (ee 一 det((e, ye 2)) 一 6 {£3.90) 


其 中 
] ， 当 症 和 吾 不 相同 , 旦 (天 


是 人 fr 的 偶 排 列 ; 
Bl 一 4 一 1， 妆 fe sly 互 不 相同 , 且 {( 记 大 
是 1 的 奇 排列 ; 
0， 其 他 情形 


{3.10) 
称 为 广 妆 的 Kronecker 符号 . 
由 (3. 9) 式 得 到 
er A heele’ ,ee'") = 1, (3.11) 


故 el 六 … 六 er 天 0 对 于 r<ia 刘 果 {e A Aes sR 
线性 相关 , 则 有 不 全 为 零 的 数量 aE 下, 使 
ore AAe=0. (3. 12) 


1 
不 妨 设 其 中 一 个 不 为 零 的 数量 是 的 人 1 二 六 二 < 大 委 巾 根 定 与 
它 相 补 的 指标 组 是 下 过 到 有 ,也 就 是 说 人 ee) 
恰好 是 全,…,n} 的 一 个 排列 . 用 el 入 … Ae，_ 外 乘 (3. 12) 式 的 两 
边 , 于 是 
a te, A Me Aer Are he 
二 土 a Yel A. Ae,=0, 
所 以 
el 0, 
这 是 一 个 矛盾 . 因此 te， 太 人 是 线性 元 关 
的 ,它们 构成 4(7) 的 基底 . 由 此 可 见 ,外 笑 量 空间 A'(V) 的 维 数 
是 
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定义 3.2 用 ACOV) 记 形式 和 AO, 则 ACV) 是 2? 维 失 址 
空间 . 设 


一 人 > 人， 了 一 Di’, (3. 13) 
其 中 ENV ,EWCVD). 命 和 7 的 外 积 是 
EAN= DEA, (3. 14) 


则 447) 并 于 外 积 成 为 一 个 代数 , 称 为 矢量 空间 的 外 代数 或 
Grassmann 代数 . 
矢 其 空间 A(V) 的 基底 是 fi,e (0Sisn) ,ei Ae, (1 和 i 过 i 拒 
an) sr el A A er). 
同样 ,我 们 有 对 侦 空 间 V' 的 外 代数 
ACV') = 2 MOV'), 
局 
空间 少 (Y"”) 的 元 素 称 为 矢 重 空间 Y 上 的 > 次 外 形式 , 它 是 了 Y 上 
的 反对 称 下 - 值 ~ 重 线性 函数 ， 
天 其 空间 CV) 和 ACV *) 是 彼此 对 惕 的 ,它们 之 间 的 配合 
《 ，》 定义 如 下 : 设 
A AvE MVM), vA Av EAN), 
则 
CA A vv A Av = det((v vty). (3.15) 
这 样 ,4 和 丰 (Y”) 的 基底 人 te A… Ae; ,1 过 <i,Sn} 和 
{eAAe 六 之 …< 必 jn} 有 下 面 的 关系 ; 
(Ce; 六 es AR ey 
一 det( te, ye 4) ) 
= i 
fl ff = 
lo (hf) sd), 16) 
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DE 


所 以 这 两 个 基底 恰好 是 彼此 对 偶 的 ， 

注 记 在 $2 的 (2.177 式 已 定义 过 张 量 空间 TY) 和 
TY ) 的 配合 . 因 太 CVY) 和 在 (TY 分 别 是 TY 7 和 人 (07 ) 的 子 
空间 , 故 8$2 的 (2.17) 式 也 诱导 出 本 (和 如 (7 ) 之 间 的 配合 ， 
但 是 这 与 (3. 15) 式 所 定义 的 配合 差 一 个 因子 ~!. 所 以 对 于 张 量 空 
间 和 外 矢量 空间 分 别 地 定义 了 配合 ,其 原因 是 为 了 在 各 自 的 配合 
下 彼此 对 偶 的 基底 有 简单 的 形状 ,避免 多 余 的 数量 因子 . 尽管 我 们 
用 同一 个 记号 (5 ，? 表 示 不 同 的 配合 ,只 要 注意 到 所 处 理 的 是 哪 种 
空间 ,是 不 会 产生 混 江 的. 

设 六 VW 是 从 矢 基 空间 VY 到 玉 的 线性 映射 , 则 它 诱导 出 
外 形式 空间 丰 (W 到 WNW(V') 的 线性 上 映射, 即 ; 设 pE 
ACW*), 对 任意 的 v1,…,v,EV, 命 

f° Ho) = Pf) fv) ), (3.17) 
答 易 证 明 f* 是 线性 的 ,并 且 和 外 积 运算 是 可 交换 的 ,因此 六 
是 外 代数 A( 玉 到 A(V ' ) 的 同 态 . 
定理 3.2 设 了: VW 是 线性 映射 , 则 fr* 和 外 积 运 算是 可 
交换 的 . 即 对 于 任意 的 geAWw'}y 和 yeAW'*) 有 
floAD= pA FY. (3. 18) 
证 明 任职 ,vys;EEV, 则 
fp A Pvt) 
= PA PVD fos)) 
人 >， SgnG = PF CU) sr fos)) 


rE Strtsy 


= 2 


"PO Va) (Coco 


] 。 
rlsl 2 Sgno* f° Hv)" ,Vo ) 
* gE gtrts) 


flv ?Userts)) 
全 fg 和 fps "Vrs). 
所 以 


fpAD=f PAY. 

外 代数 的 概念 最 初 是 由 Grassmann 为 了 研究 线性 子 空间 而 
引进 的 ,后 来 EE. Cartan 发 展 了 外 微分 理论 ,成功 地 将 它 用 于 微分 
几何 和 微分 方程 的 研究 . 至 今 ,外 代数 已 成 为 研究 微分 流 形 所 不 可 
缺少 的 有 力 工具 ,下面 我 们 要 讨论 儿 个 很 有 用 的 命题 . 

定理 3.3 天 量 zoomzEY 线性 相关 的 充 要 条 件 是 

2 下 一 0 (3.19) 

证 明 者 mos，…e 线性 相关 ,不 妨 设 mw 可 以 表 成 vv，…， 

zi 的 线性 组 合 : 
i 

因此 

wu A A vA 

= vA A vA Caw) = 0. 
若 Ul Ups yr 线性 无 关 , 则 可 将 它们 扩充 成 V 的 一 个 基底 {ow 
vv 因为 
DA AvrA vA 0 
所 以 
A Aw. 
定理 3. 4(Cartan 引 理 ) 设 wi 是 VY 中 两 组 


矢量 ,使 得 
Zr At 一 0 (3. 20) 
如 果 zu 线性 无 关 , 则 ws 可 表 成 它们 的 线性 组 合 
we 一 0 la 所 7， 《3, 21) 
并 且 
dai “人 和 ‘3, 22) 


证 明 因为 vy,… ,wv 是 线性 无 美的 ,所 以 可 以 将 它们 扩充 成 
好 的 一 个 基 度 {vw pr + 因此 可 以 假定 
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pt rr rn 


ws 一 >》， aop pp 十 Daa Vi 《3. 23) 
B=1 i 二 r 十 1 
代入 (3. 20) 式 得 到 
届 二 ao 名 人 vg 十 > Ua: Ta 六 2 
p=1 十 1 


上 二] timmf 
一 > (Ge 一 aa) Ua 六 Us 
1 Br 


十 ™ Sav A wv, (3, 24) 


由 于 fw; 真 v1 所 ?之 7 让 Rn}) 是 在 (V) 的 一 个 基底 ,因此 从 (3. 24) 式 
得 到 

dg — Um 二 0 do 0, 
即 


"所 
Wa Dog Ves Haig 一 aa， 
5 


定理 3.5 设 m 是 Y 中 > 个 线性 无 美的 和 关 莉 ,z 是 立 
上 的 外 产 次 矢量 , 则 存在 页，… 儿 EC7Y) ,使 记 能 表 成 


外 二 二 oA {3. 25》 
的 充 要 条 件 是 
A w= 0. (3. 26) 
证 明 当 p 十 r 守 nn 时 ,《3.25) 和 (3,26}) 两 式 都 是 自动 成 立 的 . 
以 下 假定 p 十 rn. 


必要 性 是 明显 的 ,只 要 证 明 充 分 性 . 把 wz 扩充 成 站 的 
一 个 基底 {v1,，…… Por" s Un} ; 则 Te 可 以 表示 成 
外 二 相生 十 


ep ze A Ve (3. 27) 


Ti 


其 中 凤 2 y 丰 EEA0-1OVD). 入 入 (3.26}) 式 得 到 
Erp wl A 本 面 面 内 TI A ve 人 Pr wi -一 心 。 


r+ la < 汪 ao 
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而 和 号 后 面 的 A AvAve A Av rt lnm) 
正 是 4“( 六 的 基 展 的 一 部 分 5 所 以 从 (3. 28) 式 得 到 
-0 tr 和 二 人 二 ap 入 1)， 
即 
二 本 vw 

通常 我 们 把 (3. 25) 式 记 成 多 志 0 (mod (vi, "J,))， 

定理 3.6 设 vwsyrwejyv yw (la 过 和 是 空间 V 中 两 组 矢量 . 
看 {uozsy1 所 a< 委 引 是 线性 无 关 的 ,并 且 
yw A w, - 3 A ro ， (3. 29) 


ml 


则 v6 ,ww 都 是 名 ,vit ,… ,wi 的 线性 组 合 ,而 且 它 们 也 是 线 
性 无 关 的 . 

证 明 将 (C3. 29) 式 自 乘 天 次 得 到 

kim 一 
(3, 30) 
因为 {vrwesy 1 二 a 所} 是 线性 无 关 的 , 故 上 式 左边 关 0. 因此 {vw!， 
wr，1 志 qa} 也 线性 无 关 ( 定 理 3. 3). 从 (3, 30) 式 还 得 到 
vAwAmAvAwAu= 0, 
即 (to ,toy vastoiyvs} 是 线性 相关 的 ,所 以 v' 能 表 成 v1,… ,wi， 
ws sw 的 线性 组 合 . 上 面 的 结论 对 ww' 也 成 立 ， 

注 记 定理 3.6 的 一 个 几何 应 用 请 参见 Chern S.S. ， “On a 
theorem of algebra and its geometrical application”, J. Indian 
Math. Soc., 8t1944), 29~36. 

外 代数 与 行列 式 是 密切 相关 的 ,如 外 矢量 的 求 值 公式 (3. 8) 就 
表现 为 行列 式 . 设 mmET ,而 wl,… ,ws 是 它们 的 线性 组 合 ， 
即 


A 
TE 一 Dy ts, ‘3. 31) 
Pu 1 


6] 


那么 

wi A A wor = det Cw A A vi (3, 32) 
因此 外 矢量 ww A Avws 和 wi 大-… A 人 vs 只 差 一 个 行列 式 作为 数量 
国 村， 

我 们 用 Ga 表示 于 维 矢量 空间 Y 中 到 维 线 人 性子 空间 I* 所 
构成 的 集合 , Go 有 自然 的 微分 结构 中 ,使 GCC,a) 威 为 下 Ce 一下) 
维 微 分 流 形 , 称 六 Grassmann 流 形 .在 有 一 1] 时 ,GUyn) 正 是 一 ] 
维 射 影 空间 P” 1 外 舌 量 在 Gtkyn}) 中 给 出 三 Pliicker-Grassmann 
坐标 ， 

任 取 下 EE GR,n), 设 ,… ,vi 是 张 成 子 空间 的 个 线性 
无 关 的 矢量 .根据 (3. 32) 式 ,外 矢量 二 wi A 信 … Avwi 确定 到 差 一 个 
非 零 的 数量 因子 . 我 们 把 外 矢 二 二 称 为 子 空间 下 在 GG,n) 中 的 
Plicker-Grassmann 坐标 ,这 是 射影 空间 中 齐 次 坐标 的 推广 . 

作 为 例子 ,我 们 来 考虑 GO2,4). 取 定 六 的 一 个 基底 {alyas， 
as,a4) ,对 于 任意 的 IEGC2,4) 可 取 彼 此 线性 无 美的 矢量 vw,wE 
五 :. 设 


由 4 
v= Ova w= wia,, (3, 33) 
+ 一 T 一 1】 
则 
=v hw Ppa A ar, (3. 34) 


1 
其 中 pj 一 V0 一 vw, 数组 {p",i?< 过 被 L: 确定 到 差 一 个 非 零 的 
数量 因子 , 它 目 是 GC2,4) 中 的 Plicker-Grassmann 坐标 . 
因为 vAwAvAw==0, 所 以 
(pp pp 十 prip™)a Aas A as A a = 0, 
即 p* 应 满足 Pliicker 方程 
pp + pp 十 pups = 0, (3. 35) 


二 Grasstmann 流 形 是 十 分 重要 的 概念 ,其 微分 结 枸 可 网 参考 文献 [3] 和 [14]. 
G2 


这 样 ,在 5 个 数 六 (SI<E 雪 4 中 独立 的 变量 上 共有 4 个 ,这 正 说 明 
G4) 的 维 数 是 4, 反 过 来 ,Plicker 方程 43,. 35 也 是 外 失 胰 


二 
> pra, A as 
te 


可 分 解 的 充分 条 件 , 因 此 满足 (3. 35) 式 的 任意 一 组 不 全 为 零 的 
数量 p* 决 定 了 GC2,4) 中 一 个 元 素 . 
设 

p= 二 yp x 二 yp :=7xi 二 wy， 

p= yp yp yy, 
则 方程 (3. 35) 成 为 

(Cr) + Cr + Cr = Cy Cy + Cy), (3.37) 
将 加 乘 上 适当 的 数量 因子 ,可 以 使 43. 37) 式 为 ] , 即 (x! ,x7*) 和 
Cy ,yy ) 分 别 代 表单 位 球面 5S: 己 R? 上 的 点 ,根据 前 面 的 讨论 ， 
《3, 36) 式 给 出 了 满 映射 

fi 833 X SF —> GC2,4), (3. 38) 


(3. 36) 


而 且 
下 (9 = A TY CT EE SI XH, {3,39) 
其 中 一 z 表示 在 S* 上 的 对 径 点 . 国 此 S:xS: 是 G(2,4) 的 二 重 


让 ”不妨 设 p 芋 了 关 0, 则 
2 pip™ pup 


p pi pl ! 


经 直接 计算 得 到 
Dpiar 由 四 一 ol 由 (bl2az pliay + plias)} 


可 pe 
一 0 A {plias 十 plias plias) 
一 ria, A {prias 十 plisa 十 plias) 
一 (a 一 Bia 一 和 ie A (plinz 十 plias 十 plian}. 
所 以 当 条 件 (3. 35) 成 立时 ,外 矢量 >;p"a,Aa, 是 可 分 解 的 
关于 Plucker 方程 的 一 般 讨论 ,可 施 参 考 文献 [5]， 
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复 乔 空间 咱 .因为 5S:x Si 是 单 连 通 的 ,所 以 5S:xXS? 是 GC2,4) 的 通 
用 复 笃 空间. 故 G(2,4) 的 基本 群 x,(G(02,4)) 是 Z，. 
若 用 G(2,4) 表 示 四 维和 拓 刀 空间 V 中 有 向 的 二 维 子 空间 所 成 


的 流 形 , 则 僻 (2,4) 也 是 CG(2,4) 的 二 重复 得 空 间 , 故 伺 (2,4) 与 $? 
XxS? 是 同 胚 的 . 


中 关于 复 委 空间 和 基本 群 可 和 参阅, 江 泽 涵 著 ( 不 动 点 类 理论 }》, 附 录 上 & 和 瑟 , 科 学 
出 版 社 ,1979. 
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第 三 章 外 微分 


$1 张 量 从 


两 个 流 形 的 积 ( 第 一 章 $1) 是 一 个 很 基本 的 概念 . 例如 ,定义 
在 流 形 M 上 的 实 函 数 (x) 的 图 像 (z, f(z)) 就 是 从 好 到 积 流 形 
MX 有 R 的 一 个 映射 ;用 纤维 从 的 语言 说 ,这 是 纤维 从 MXR 的 一 个 
截面 . 纤维 从 是 积 流 形 的 推广 . 在 微分 几何 中 所 研究 的 主要 是 一 类 
特殊 的 嫩 维 从 一 一 矢量 从 , 流 形 上 的 矢量 场 就 是 某 个 矢量 从 的 截 
面 . 本 节 先 讨论 具体 的 张 量 从 ,然后 讨论 一 般 的 舌 量 从 ， 
设 峙 是 mm 维 光 滑 流 形 ,T, 和 了 分 别 记 流 形 MM 在 点 pp 的 切 
空间 和 余 切 空间 . 因此 在 流 形 对 的 每 一 点 户 有 (rss) 型 张 量 空间 
Ti(p) 一 了 的 … -OL 区) 了; Sn “Te. (1.1) 


这 是 m+! 锥 的 矢量 空间 ， 
= (JICp). (1. 2) 
PEM 


我 们 要 在 五 中 引进 拓扑 ,使 它 成 为 有 可 数 基 的 Hausdorff 3 间 ; 
进而 可 罕 T 了 上 定义 CC” 微分 结构 ,使 它 成 为 一 个 光滑 流 形 . 这 样 得 
到 的 光滑 流 形 在 局 部 上 可 微 同 胀 于 积 流 形 ,我 们 把 7 称 为 流 形 
MM 上 的 (r,s) 型 张 量 从 ， 

我 们 首先 规定 一 些 记 法 ,设立 是 如 上 的 产 锥 矢量 空间 . 用 
GL(V)IC 矢 其 空间 V 的 线性 自 同 构 群 , 在 V 中 到 定 一 个 基底 {e， 
em) 则 7 等 同 于 RR". 我 们 把 Y 的 元 素 y 记 成 坐标 行 

4 一 【和 (1.3) 

这 样 GL (TV) 就 是 m Xm 阶 非 退 化 矩阵 的 习 法 群 ,也 就 是 说 

GL(V) 恰好 是 一 般 线 性 群 GL Gm;R). 群 GLCV) 在 空间 VV 上 的 作 
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用 记 成 右 作 用 ,用 和 矩阵 表示 则 是 ， 


ya 一 yy | : | (1.4) 


其 中 
det a—det(a’) 天 0. 

站 表示 矢量 空 科 人 WV 上 的 (r,s) 型 张 量 空 间 ( 见 第 二 章 定 义 

2.1), 它 的 基底 是 
er C00 7 Oe We OO es, livyjs Sm. (1.5) 

这 样 ,V; 中 的 元 素 可 以 用 分 量 表示 . 如 果 把 WV 中 的 元 素 记 成 如 
(1. 3) 的 坐标 行 , 必 须 给 基底 (1.5) 中 的 元 素 以 一 定 的 次 序 , 例 如 ; 
指标 组 Qi,… i, 广 ，,… js) 即 为 按 字 序 排列 给 出 的 次 序 . 

考虑 流 形 M 的 一 个 坐标 域 上 ,局 部 坐标 是 #1 ，-…,w*. 这 样 ,在 
任意 一 点 pEU, T; 和 7 了; 分别 有 签 此 对 侦 的 自然 基底 


人 [ 襄 | | 和 (1Kdaxljpymwyfda 7 
国 此 天 (p) 有 基底 
| a 站 ® 和 名 上 四 (du™ ),» 的 ”” 的 dz ), 
(1 io jg SS mY), 《1.6) 
现在 可 以 定义 映射 
pu: UX VTp), (1.7》 
使 得 对 于 任意 的 pEU,yEV',gpu(lp,y) 是 T'Cp) 的 元 素 ,并 且 
gulp，y) 关于 基底 (1. 6) 的 分 量 与 y 关于 基底 (1. 5) 的 分 量 相同 . 
显然 ,这 样 定 义 的 映射 gw 是 一 一 对 应 . 
取 对 的 一 个 坐标 材 盖 { 忆 ,到 ,…), 设 由 (1.7)? 式 定义 的 相应 


的 映射 是 {pv ,pw,…}, 把 诸如 UXV 的 各 开 子 集 在 pv 下 的 像 的 
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集合 取 作 六 的 拓扑 基 王 , 这 样 确定 的 拓扑 使 六 成 为 有 可 数 基 的 
Hausdorff 衬 间 ,并 且 每 一 个 由 (4.7) 式 定义 的 映射 是 同 胚 . 
固定 一 点 pEU, 则 可 定义 上 映射 or V'->T(p) ,使 得 
Pupty)} 一 Potpyry), 3 和 下 《1. 8» 
根据 gr 的 定义 ,映射 gu., 是 矢量 空间 WV 到 (pp) 的 线性 同 构 . 
若 玉 是 MM 的 另 一 个 包含 p 的 坐标 域 ,局 部 坐标 是 x61,…， 
ww" ;全 
Bow Cp) 一 Vi pups VV, {1.9) 
则 gow tp) 是 矢量 空间 V' 的 自 同 构 ,guw(p)EGLCVT. 按照 (1,4) 
式 的 规定 ,GL(CV) 的 元 素 在 Vi 上 的 作用 记 成 右 作 用 . 因此 ,对 于 
yy 总 ;使 
putpsy) = potp,y') C1. 10) 
的 充 要 条 件 是 
>y = y' gow(tp). (1. 11) 
对 于 村 的 任意 两 个 坐标 域 UW, 如 果 可 门 W 关 放 , 则 由 
《1. 9) 式 定 义 了 映射 
gw: UN Wo GL ), 1. 12) 
我 们 要 证 明 : 映射 gow 是 光滑 的 ， 不 失 一 般 性 ,在 此 只 讨论 六 一 一] 
的 情形 ， 
切 空 间 Ts 和 余 切 空间 T; 关于 局 部 坐标 w!，… ,ww” 的 自然 
已 S| ， 
基底 是 {| Bi :起 -] 和 tcdwDy (dm),). 设 yy Ee 
Yi ,用 分 量 表示 是 


y= ye el, y = ye De (1. 13) 


中 需要 验证 这 样 得 到 的 集合 满足 指 扑 基 的 条 件 . 实际 上 ,如 果 如 和 门 W 关 名 , 则 
| Ureo] n | Une = (|) Tgp, 
声 此 好 #EW EU 
世 荐 UNW 在 pv 下 的 像 ,也 是 在 pw 下 的 像 . 请 读者 补足 详细 的 证 明 . 
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PA Ee pp re r 


六 此 


| 已 
Gutp,Yy) = | 区 | 四 Cda7),, 


3 (1. 14) 
pw) = i], ® (de), 
在 UMNW 上 ,自然 基底 之 间 有 以 下 关系 ， 
due 一 Siduw’, 
(1.15) 
3 _ Bo 9 
Bu Ou er 


其 中 Juw=| 2 | 是 局 部 坐标 变换 的 Jacobi 垂 阵 , 将 (1. 15) 式 代 


入 (1, 14 和 和 (1.10) 两 式 则 得 


人 
JJ 局 ， A ml 


即 


E 1 
2 | 3 . (1. 16) 
£ 


(Cy * gow lp)), 一 | Bat | Dre 
车 把 y 记 成 坐标 行 (yi yz 37 ;92 一 sym)， 上 式 表 明 ,gumw( 记 ) 用 
mi Xm? 阶 非 退 化 矩阵 者 承 恰 是 Jacobi 矩阵 Juow 和 它 的 逆 矩 阵 的 
张 量 积 了 了， 


gw 一 Som WJ. (1. 17) 
因为 Jacobi 矩阵 Jow 和 Tow 二 Jww 都 是 由 UU 站 W 上 的 光滑 函数 组 
成 的 ,所 以 gew 在 Un W 上 也 是 光 清 的 ， 


按照 六 的 拓扑 结构 , {putU XVD ,gw CW XV 构成 空间 


四 指 阵 及 = tal) 和 B= {上 克 ) 的 张 量 积 是 指 分 块 算 阵 
alB ' arB 
AB= |: : 


ahB + anB 
其 元 素 是 名 "上. 
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Ti 的 坐标 开 敌 盖 ; 在 每 一 个 坐标 域 or(C7XTY7) 上 点 gwtp,y) 的 从 
标 是 
(wp) sy), (1. 18) 
其 中 ww 是 流 形 M 的 坐标 域 [ 上 的 局 部 坐标 ,7 是 ET 关于 
基 展 (1.5) 的 分 量 . 当 嫌 站 丈夫 好 时 ,由 于 guw: 1 站 不 一 GLIY7) 是 
光滑 的 ,(1. 11) 式 说 明 上 面 所 给 出 的 天 的 坐标 覆盖 是 C~- 相 容 
的 ,因此 三 成 为 一 个 光 清 流 形 . 显然 ,自然 投影 
rr, Tr -= NM (1. 19) 
把 六 (加 1) 中 的 元 素 喘 到 点 关 E 对 , 它 是 光 油 的 满 喘 射 . 光滑 流 形 矿 
称 为 流 形 M 上 的 (r,s) 型 张 量 从 ,x 称 为 从 投影 ,Tb) 称 为 从 玉 
在 点 请 土 的 纤维 . 
令 r=1,s 一 0, 我们 得 到 流 形 M 上 的 切 从 , 记 作 TCM); 邻 += 
0,s 二 1, 得 到 流 形 MM 上 的 余 切 从 , 记 作 工 " (MD). 按照 张 量 从 的 作 
法 ,可 以 类 似 地 构造 W 上 的 外 矢量 从 和 外 形式 从 ,分 别 记 作 
人 一 UU ar), 
A(M*) 一 Ue; ). 
设 f; MT 是 光滑 映射 ,如 果 
n° f=id.M— MM, 
好 对 于 任意 的 pEM,f(p)ETi(p), 则 称 耻 是 张 量 从 TT' 的 一 个 
光滑 的 截面 ,或 称 为 邮 上 的 一 个 (r,s) 型 光 清 张 量 场 ， 切 从 的 截面 
就 是 M 的 切 矢 其 场 , 余 切 从 的 截面 称 为 M 上 的 一 次 微分 式 . 外 形 
式 从 A'CM"* ) 的 光滑 截面 叫做 流 形 M 上 光滑 的 > 次 外 微分 式 ， 
拒 张 量 从 的 构造 抽象 化 就 得 到 一 般 矢量 从 的 概念 . 矢量 从 和 
下 一 章 所 讨论 的 联络 是 规范 场 论 的 数学 基础 . 
定义 1.1 设 EE,M 是 两 个 光滑 流 形 ,x: EM 是 光滑 满 映 
射 .V = 到 是 g 维和 撩 其 空间 .如果 给 定 了 MM 的 一 个 开 团 盖 {0U,W， 
Z，*…} 及 一 组 映射 {pu ,gw,gpz,-…) ,使 得 下 列 条 件 成 立 ; 则 称 (E， 
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(1, 20)} 


M ,7z) 是 流 形 M 上 的 ( 实 )g 维 矢 量 从 ,其 中 称 为 具 空 间 ,1z 称 为 
底 室 间 ,x 称 为 从 投影 ,WV 是 纤维 型 : 

(1) 每 一 个 映射 pr 是 从 TX 灵 到 r CD 门 的 下 微 同 且 , 和 而 且 
对 任意 的 关 ED,yE 到 ,有 


°° Ppiy) = p; 【1. 21) 
《2) 对 于 任意 固定 的 pEU , 命 
Pr ply) 一 Pr (py), YY 亡 RK, 【1 . 22) 


则 go,p;: 一 x (pp) 是 同 且 . 当局 站 W 关 名 时 ,对 任意 的 pEUNn 
W ,要 求 
guw (pp) = pw pop: RR (1. 23) 
是 和 天 量 空间 Y= 二 户 的 线性 日 同 构 , 间 gowv(p)EGL(V); 
《3) 对 于 局 站 WW 天 作 , 观 射 gew: U0 站 WGL(V) 是 光滑 的 . 
从 条件 (2) 得 到 ,V 中 的 元 案 yw 和 yw, 使 
Poutpryo) 一 pw lp yw) (1. 24) 
成 立 的 充 亡 条件 是 
Mo Bom tp} = 3 【1. 25) 
这 里 guw(p) 看 作 9 Xa 阶 非 退 化 矩阵 . 

对 任意 的 p€E 有 MH, 命 E, 二 x Lp) 称 为 矢量 其 五 在 点 户 上 的 
纤维 . 设 U 是 M 中 包含 p 的 坐标 域 , 则 纤维 型 WV 的 线性 结构 通过 
映射 8r.* 可 以 搬 到 纤维 EF, 上 米 ,使 E, 成 为 g 维 矢 量 空间 . 由 于 条 
件 (2) ,E, 的 线性 结 枸 与 U 和 gv 的 选取 是 无 关 的 (请 读者 自 证 )， 
因此 ,在 直观 上 可 以 把 笑 量 从 EE 看 作 诸 如 UX RGU 是 4 的 坐标 
域 ) 的 积 流 形 沿 着 同一 点 p€E M 上 的 纤维 粘 合 起 来 的 结果 ,在 烙 合 
时 要 求 纤 维 上 的 线性 关系 保持 不 变 . 

积 流 形 MX 户 =E 是 矢量 从 最 简单 的 例子 , 称 为 M 上 平凡 的 
天 量 从 ,或 积 从 . 显然 ,前 面 讲 到 的 张 量 从 六 都 是 矢量 从 . 

注 记 如果 V 是 a 维 复 矢量 空间 , 则 按照 定义 1.1 所 得 的 是 
流 形 M 上 4 维 复 矢量 从 . 此 时 ,GL(V) 同 构 于 GL(q;0), 纤 维 
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x 1(p) (pE JM) 是 g 维 复 矢量 空间 ,本 节 所 讲 的 内 容 是 对 实 矢 其 
从 展开 的 ,在 作 和 相应 的 修改 之 后 这 些 内 容 完全 适用 于 复 拓 基 从 ， 

条 件 (3) 给 出 的 映射 gow: UN 站 WGL (WV) 适合 下 列 和 相 容 条 
件 : 

(1) 对 于 ppEU ,gw(p)=id: VV; 

(2) 若 EU 站 WV 门 2 关 放 , 则 

Bmp * Ewr(pY * ga py 一 id，Y 一 下， 

(ge 称 为 矢量 从 (五 ,对 ,的 过 渡 函 数 族 ,而 土 述 相 容 条 件 是 使 
{guw} 成 为 过 小 冰 数 族 的 充分 条 件 . 确切 地 说 ,我 们 有 二 面 的 定 
理 ， 

定理 1.1 设 M 是 m 维 光滑 流 形 ,{U},。 ,是 M 的 一 个 开 鹤 
善 ,Y 是 9 维 矢 量 空间 . 若 对 每 一 对 指标 ,PE ey, 在 UUs 闪 人 2 
时 ,都 指定 了 一 个 光滑 映射 go; Us 站 Us-=GL 人 V) ,它们 适合 相 容 
条 件 忆 ) 和 (2), 则 存在 M 上 的 g 维 矢量 从 (E,M,r), 它 以 {gog) 为 
过 溺 函 数 族 ， 

定理 1. 1 的 详细 证 明 可 见 参 考 文 献 [20, 第 14 页 ]. 证 明 的 想 
法 是 把 局 部 积 wxy 沿 各 纤维 适当 地 粘 起 来 , 大意 如 下 : 命 


E=|) {a xU, XV, (1. 26) 
EE .97 


这 自然 是 微分 流 形 . 在 琶 中 定义 等 价 关系 *~”, 使 得 对 任意 的 Ca， 
Py) Bp, y )E Eap,y) ~ (Bp',y ) 的 充 要 条 件 是 
P=p EUfNUs, Hy =y: gulp). (1. 27) 
用 五 = 五 /一 记 巨 关于 等 价 关 系 一 的 商 空间 , 它 也 是 光滑 流 形 , 用 
[asp,yj 记 (as,p,y) 的 ~” 等 价 类 ,投影 x: 万->M 定义 为 
rl[a,p,y]) = p, 【1. 28) 
这 是 光滑 上 映射 . 可 以 证 明 (E,M,z) 是 M 上 的 o 维 和 所 量 从 ,而 上 且 它 
的 过 小 画 数 旋 恰 是 {gop}. 
由 证 理 可 知 , 过 小 函数 族 {go} 是 矢量 从 的 核心 . 构造 矢量 从 
只 要 指出 它 的 过 渡 画 数 族 就 可 以 了 . 
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例 1 矢 基 从 己 的 对 侦 从 五 ". 
设 V' 是 V 的 对 偶 空间 ,E* 是 流 形 M 上 以 V' 为 纤维 型 的 舌 
量 从 ,从 投影 记 作 Xt. 从 巨 ' 的 局 部 积 的 结构 是 {Ugo),(W ,gw)， 
(Z ,pz) ,，…). 如 果 对 任意 一 点 pEUW 关 BE 当 yoy yw EV ,Aw 
EV 分别 适 合 
Puppy pr py) (一 名) (1. 29) 
时 ,总 是 有 
{Ysdry = yw}, {]. 30) 
则 可 定义 纤维 1Cp) 和 计 1(p) 之 间 的 一 个 配合 ,使 它们 成 为 互相 
对 慢 的 矢量 空间 . 纤维 x 1(p) 和 1(p) 的 配合 定义 为 
Puppy Hop dr) = yur dr}, (1, 31) 
这 与 U 的 选取 是 无 关 的 . 这 时 我 们 称 矢 其 从 瑟 " 为 五 的 对 偶 丛 ， 
若 在 丫 和 了 "中 分 别 取 彼此 对 偶 的 基底 ,7 中 的 元 未 y 记 作 
坐标 行 ,V “中 的 元 素 4 记 作 坐 标 列 , 则 Y 和 Y "的 配合 表现 为 矩阵 
的 乘法 : 
3》 一 9， 太 《1. 32) 
由 (1. 29) 的 第 一 式 得 
yw =— Yo * guow tp) 
代入 (1. 30) 式 得 到 
Yr A = yo Bw PY * My, 
所 以 
Mr = gow lp) hy. (1. 33) 
如 果 仍 把 Y "的 元 素 记 成 坐标 行 ,GLtV * ) 的 元 素 右 作用 在 V" 上， 
则 EE" 的 这 渡 函 数 是 
hw = ‘geow = ‘gwv. (1. 34) 
当 互 是 邓 土 的 切 从 时 ,其 过 渡 画 数 族 {.uow} 是 由 坐标 变换 的 
Jacobi 矩阵 组 成 的 . 余 切 从 的 过 渡 函 数 恰 是 .row 的 转 置 邀 矩阵 ,所 
以 余 切 从 是 切 从 的 对 侦 从 . 
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例 2 矢量 从 下 与 户 的 直 和 EDE'. 
设 五 和 忌 都 是 流 形 M 上 的 矢量 从 ,纤维 型 分 别 是 WV 和 六， 
过 渡 函 数 族 是 {guw} 和 {gumw). 命 


Buw 明 
r 《1. 35) 


0 gimw 
则 hw 是 右 作 用 在 V 吧 VY' 上 的 线性 自 同 构 , 且 {heow} 适 合 过 渡 隔 数 
族 的 相 容 条 件 (1) 和 (2), 流 形 MM 上 以 {homw) 为 过 渡 函 数 族 、 以 VY 外 
VV 为 纤维 型 的 矢量 从 称 为 与 到 的 直 和 , 记 作 E 和 E'. 

例 3 矢量 从 的 张 量 积 ECOE'. 

设 E 和 EE' 与 例 2 相同 , 命 hw 是 guw 与 gow 的 张 量 积 , 即 有 my 
二 guwOgeow;: 它 在 VOOV' 上 的 作用 定义 为 

(vO hw = vg Ov gw), (1.36) 
其 中 ET EV'. 显然 {hw} 也 适合 过 洲 函 数 族 的 相 容 条 件 . 流 
形 M 上 以 {how} 为 过 渡 范 数 族 、 以 VV' 为 纤维 型 的 矢量 从 称 为 
E 本 的 张 量 积 , 记 作 ECOE'. 容易 看 出 , 流 形 M 上 的 (r,s) 型 张 
量 从 是 > 个 切 从 与 * 个 余 切 从 的 张 量 积 . 
定义 1.2 设 5: MEE 是 光滑 映射 ,如 果 
To 一 到 JI- 有 《Tt. 37) 
则 称 s 是 矢 其 从 (E,M,7) 的 一 个 光滑 截面 , 我 们 用 T(E) 记 矢量 
从 ( 卢 ,IM ,zx) 的 全 体 光 清 截 面 的 集合 . 

因 矢 量 从 的 每 一 条 纤维 是 与 V 同 构 的 先 基 空间 ,所 以 可 逐 点 
定义 截面 的 加 法 和 截面 与 实 值 浮 数 的 习 法 . 设 5 ,s,ss:E T(E),a 
是 对 上 光滑 的 实 值 函数 ,对 任意 的 pE MM, 命 

(51 十 Sao) p) = sp) + sop), 
(as) (p) = a(p) , s(p), 
则 5 十 syas 仍然 是 矢量 从 EF 的 光滑 截面 . 这 就 证 明了 (EFE) 是 
C” (af)- 模 ,当然 是 实 矢 量 空间 . 

注 记 ”矢量 从 五 的 处 处 不 为 零 的 光滑 截面 是 不 一 定 存在 的 ， 
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Ed er sm 一 - - 


这 种 截面 的 存在 反映 了 流 形 MM 的 一 定 的 拓扑 性 质 ， 


$2 外 微分 


设 M 是 m 维 光滑 流 形 ;J 上 的 > 次 外 形式 从 
A(M') 一 WaT;) 
是 于 上 的 矢量 从 .用 A CM) 记 7 深 外 形式 从 AOM') 的 光滑 截面 
所 成 的 空间 ， 
ACM) ~ TOAAM' )), (2. 1) 

A tM) 是 一 个 C™CM)- 模 . A" (CM) 的 元 素 称 为 M 上 的 > 次 外 微分 
式 . 因此 , 流 形 M 上 的 7 次 外 微分 式 就 是 光滑 的 反对 称 + 阶 协 变 
张 其 场 . 

同 理 , 外 形式 从 ACM" )= UAT ) 也 是 4M 上 的 矢量 从 ,其 


截击 空间 4ACM) 的 元 素 称 为 M 上 的 外 徽 分 式 . 显然 A(M) 可 表 成 
直 和 


A(M) = > ACM), 《2. 2) 
即 每 一 个 外 微分 式 w 可 以 表 成 
w= 十 名 十 外 十 十 or， (2. 3) 


其 中 必 是 i 次 外 微分 式 . 外 形式 的 外 积 运 算 可 以 推广 到 外 微分 式 
空间 ACMD), 设 wywzE ACM) ,对 任意 的 pEM, 命 
wi A wp) = op) A wt{p), 《2. 4) 

右 痪 是 指 两 个 外 形式 的 外 积 . 显然 w AwzE ACMD). 空间 ACM) 关 
于 加 法 、 数 乘法 和 外 积 成 为 一 个 代数 ,而 且 是 一 个 分 次 代数 
(graded algebra). 所 谓 “* 分 次 ”的 意思 是 ,4(CM) 是 一 列 矢量 空间 的 
直 和 (2. 2); 外 积 A 给 出 了 映射 

Ad Xx ACOMD — A OMD, ‘(2.5) 
其 中 当 7 十 >>m 时 ,规定 A"+'CM) 为 零 . 
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注 记 张 量 代数 TV 和 TCF ) 关 于 张 量 积 全 ,外 代数 407 ) 
关于 外 积 A 都 是 分 次 代数 . 

在 局 部 坐标 志 ,…,u" 下 ,r+ 次 外 微分 式 w 限 制 在 坐标 域 U 上 
可 表 为 


1 
teh 一 本 2 + 
rl ”1 


其 中 a. 是 U 上 的 光滑 函数 ,并 且 关 于 下 指标 是 反对 称 的 . 

+ 次 外 矢量 从 A CM) 和 7 次 外 形式 从 和 (CM' ) 是 对 侦 的 .如 
§ 1 和 例 1 所 述 , 太 GMD 和 让 CM ) 在 同一 点 pEM 上 的 纤维 之 间 的 
配合 是 从 (WV 和 左 (V 的 配合 诱导 来 的 ,因此 由 上 一 章 $ 3 的 
(3. 16) 式 得 到 


i du" A dur, 2. 6 


( 9 AD du AA du”) = 6 (2.7) 


au" Bur 
所 以 在 局 部 坐标 系 w' 下 的 分 晤 ai -可 表 成 
已 局 
< (zr A o'r 中 (2.8) 


外 微分 式 空间 ACM) 之 所 以 在 流 形 论 中 十 分 重要 ,其 原因 是 
ACM) 中 有 外 微分 运算 d, 而 且 d 作 用 两 次 为 夫 . 

定理 2.1 设计 是 mn 维 光 滑 流 形 , 则 存在 唯一 的 一 个 映射 d; 
ACM) 一 ACMD) ,使 得 dCATCM))CAm1CM) ,并 且 满 足下 列 条 件 : 

《1) 对 任意 的 mosE ACMD),d(w 二 wy,)=de 二 dw,; 

(2) 设 由 是 > 次 外 微分 式 , 刚 

d(w A wm) = do A ws (— Dm A dw,, 

(3) 者 了 是 MM 上 的 光滑 函数 , 即 PE .ACM), 则 df 怡 是 了 的 
微分 ， 

(4) 若 fFEAICMD), 则 dtd 让 ==0. 

如 上 所 确定 的 映射 d 称 为 外 微分 . 

证 明 人 先 证 ; 如 果 外 微分 算 子 d 是 存在 的 , 则 d 是 局 部 的 算 
于 . 即 , 设 ,wsEACM) ,如果 w 和 w; 在 计 的 一 个 开 集 上 是 

?5 


相等 的 , 则 dw 和 dw; 限制 在 立 上 也 相等 . 为 此 ,利用 条 件 (1) ,我 
们 只 需 证 明 : 如 果 w]e 二 0; 则 (dw) | 一 0. 任 取 一 点 pEC; 利 用 流 
形 的 局 部 紧 致 性 , 必 有 包含 p 的 开 邻 域 W, 且 WW 是 紧 的 ,使 得 p€ 
WCWCU. 由 第 一 章 § 3 引 理 3, 在 M 上 存在 光滑 函数 二 ,使 得 
1, pz EW, 
0, pp’ EU. 
这 样 ,hwE ACM) ,日 hw 二 0. 因 志 
dh Aw hdw = 0, 
dw |n: = 0, 

由 于 思 在 U 中 芍 任 意 性 ;所 以 dw 限制 在 U 上 必 为 零 . 

设 w 是 定义 在 开 集 U 上 的 外 微分 式 , 利 用 第 一 章 3 的 引 理 
3, 对 任意 一 点 pEU, 必 有 包含 p 的 坐标 域 UCU ,及 定义 在 MM 上 
的 外 微分 式 名 ,使 得 


A(p') = 


wy = lo. (2. 9) 


于 是 ,可 以 定义 
dwly, = délo. (2. 10) 


由 于 外 微分 算 子 d4 的 局 部 性 ,上 面 药 定义 与 总 的 选择 无 关 , 因 此 
dw 有 确定 的 意义 ， 
现在 我 们 在 局 部 坐标 域内 证 明 外 微分 d 的 唯一 性 . 根据 条 件 

(1) ,只 要 对 单项 式 证 明 即 可 . 设 在 坐标 域 U 上 ,w 表 为 

w= Aadu A A du', C2,11) 
其 中 a 是 U 上 的 光滑 淆 数 .d 作用 于 定义 在 悦 上 的 外 微分 式 仍 然 
满足 条 件 上 1) 一 Cd4) ,所 以 

do 一 daAdae AAAdaer， (2. 12) 
其 中 da 是 函数 a 的 微分 , 因此 dw 限制 在 坐标 域 UU 上 有 完全 确定 


D 这 里 是 用 到 如 下 的 事实 ; 坐标 函数 5 是 局 部 坐标 域 上 的 光 请 函数 ,因此 由 
入 位 14) 得 
上 (du) =0. 
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的 形式 ， 
假定 
w|r = ur dae! A A dur, (2. 13) 
则 可 短 义 
diwle) = da Adur A hh du". (2, 14) 
显然 dtw|) 必 U 上 的 7 十 1 次 外 微分 式 , 并 且 满 足 条 件 (1) 和 (3) 
要 证 明 条 件 (2) 成 立 , 只 需 取 两 个 单项 式 
a = adu A A du”, 
zy = bdait A sw A det. 
根据 定义 (2. 14), 则 有 
dia A a,) 
一 人 dz 十 ad5) Adu A es A dar A dun A- A dur 
一 《da A du? A A dur)y 《dz A -or A dau) 
+ CC— Yadu A A dur) 
A (dp A dur A A du’) 
= da A&C(— la A da,, 


所 以 条 性 (2) 成 立 . 
条 件 (4); 设 了 是 村 上 的 光滑 冰 数 , 则 限制 在 上 有 
df = Sd 《2. 15) 
但 是 了 是 C 的 , 它 的 高 阶 偏 导 数 与 次 序 无 关 , 即 
所 以 
dtd 六 = d 2 A dw 
SF ，， , 
一 Bi du’ A du 


?7 


li Ff Sf 


DB uid 
若 玉 是 另 一 个 坐标 域 ,由 于 外 微分 算 子 的 局 部 性 和 在 局 部 坐 
标 域内 的 唯一 性 ,我 们 有 
dtwl|r) [pnw = dtw | inw) 
= dl(wlw) |onm: (2, 17) 
所 以 由 (2,14) 式 定义 的 外 微分 算 子 d 在 UMW 上 是 一 致 的 , 即 d 
是 流 形 好 上 大 范 关 定 义 的 算 子 ,这 就 证 明了 满足 定理 条 件 的 算 子 
d 的 存在 性 ， 
定理 2. 2(Poincark 引 理 ) ”d=0, 即 对 于 任意 的 外 微分 式 色 
有 d(dw) 二 0. 
证 明 因为 d 是 线性 算 子 ,所 以 只 要 取 凤 是 单项 式 就 够 了 . 由 
于 外 微分 d 的 局 部 性 ,只 需 设 
CO adw!l A A du", 


du’ A du =~ 0, 


故 
dw = da A dil A :2 A du', 
再 作 一 次 外 微分 ,利用 条 件 (2) 和 <4), 则 有 
dtde)= d(da) A du’ A A dwr 
— da A dodaty A 2-- A du” + -: 
— 0. 
证 毕 ， 
例 1 设 灵 中 的 笛 卡 才 直 角 坐 标 系 是 (zyyyz)， 
《1) 若是 刀 上 的 光滑 函数 , 则 


df = SLdz + Say + dv， 
其 系数 枸 成 的 矢量 ,a 是 了 的 梯度 grad . 


(2) 设 a==Adzx 十 Bdy 十 Cdz, 其 中 4,B,C 是 R 上 的 光滑 孙 
数 , 则 
da— dA4 Adz 十 dB Ady 二 dc Adz 
78 


aC 838 34 
= | 六 一 名 jy Adz+| 红 Jdz A dz 
3B 34 
( 菇 一 吕 dtzAdy 


者 记 矢 量 X 一 (4,B,C), 则 de 的 系数 构成 的 矢志 
[中 2 34 3C 38 -| 
dy "Bz dr’Oxr Dy 
恰 是 矢量 场 和 的 旋 度 curl 成， 
{3} 设 as 一 4dyAdz 十 BEdzAdzr 十 CdzAdy, 则 


368 ,ec 
do [+ + Ejdz Ady Adz 


一 dvyrxdzrAdyA dz， 
其 中 站 二 (4,B,C),div X 表示 矢量 场 三 的 散 度 ， 
由 Poincaré 引 理 ,立即 得 到 场 论 的 两 个 基本 公式 , 设 了 上 是 环 
上 的 光滑 函数 ,X 是 R* 上 的 光滑 切 矢 量 场 , 则 
curlgrad = 0, 
divtcurl XY) = 0. 
定理 2.3 设 w 是 光滑 流 形 于 上 的 一 次 微分 式 , 和 和 了 是 
上 的 沦 滑 切 矢 量 场 , 则 
dR) 一 XY 一 了 (大 ay — (X,Y],w), (2,19) 
证 明 因为 (2.19) 式 两 边 对 于 w 是 线性 的 ,所 以 不 妨 假定 w 


(2,18) 


是 单项 式 
w= gdf, (2. 20) 
其 中 ff,g 是 M 上 的 光滑 函数 . 因此 
dw = dg A di. (2. 21) 


恨 据 第 二 章 8 2 的 (2. 17) 式 ,(2. 19) 式 的 左边 是 
do 和 7) 一 dg AQdF TY) 
= (dg df — df WW dg) (X,Y) 
‘Xdey ‘Xd 
‘Ydg}y ‘YY ,df} 
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一 Xg*Yf— Xf:Yeg. (2, 22) 


因为 
(Km) = KR,gdf) ~ gg: Xf, 
歼 
YiX,w) 一 了 8 其 三 十 呈 了 (其 门 ; (2. 23 
辣 理 ， 
XYw) ~ Ng YFf+ gg: XT, 《2. 24) 


所 以 52, 19) 武 右边 是 
XY ,mw — YX ,wm — (X,Y],w} 
一 Xg:Yf— Ye: XA EX — YOKEN) 
一 好 [和 了 jd 
一 Xe YFA— Yeg' Xi, 《2. 25) 
故 (2. 19) 式 成 立 ， 
注 记 ”对 于 任意 次 的 外 微分 式 wm, 我 们 有 下 面 的 公式 ; 设 wE 
MD ,XI 是 M 上 任意 (> 十 1 个 光滑 切 秋 量 场 , 刚 
dew( 3X 1 


++! 


= Po DKK A A RA A Ks)) 


+ 一 ] 


十 《一 1 内 机 


1 SiSEar 十 I 
A RA ve A RA A Ks), (2. 26) 
请 读者 自 证 公式 (2. 26)， 
利用 定理 2. 3, 第 一 章 讲 到 的 > 维 人 分布 的 Frobenius 条 件 可 改 
述 为 它 的 对 偶 形 式 . 设 了 二 {XX ,… ,XX,} 是 M 上 一 个 光滑 的 > 维 
分 布 , 则 在 任 一 点 p€E M,L'(p) 是 T, 的 7 维 线性 子 空间 . 命 
(LL (p+ 二 {wETY | 使 得 对 任意 的 XEL'(p) 有 {Ww} 二 0}. 
(2. 27) 
CL(p)) 自 然 是 Ti 的 m 一 + 维 子 空间 , 称 为 L'(p) 的 零 化 子 空 
回 . 在 任意 一 点 的 一 个 邻 域内 ,存在 m 一 + 个 处 处 线性 无 关 的 -一 次 
80 


微分 式 wow: 它们 在 该 邻 域 的 每 一 点 p 张 成 零 化 子 空间 
(ED)) 实际 上 ,在 一 个 邻 域内 分 布 L' 是 由 > 个 处 处 线性 无 关 
的 光滑 切 拓 苦 场 X ,和 张 成 的 ,因此 可 找到 产 一 > 的 光滑 切 矢 
量 场 X41,…' ,站 ,使 得 { 民 1 X41 XXn) 在 该 分 域内 是 处 
处 线性 无 英 的 . 设 (wearyariy…yao} 是 在 该 邻 域内 与 立 对偶 
的 一 次 微分 式 , 则 在 每 一 点 p, (天 (5))1L 是 由 ma 张 成 的 . 
因此 ,在 局 部 上 分 布 [等 价 于 方程 组 


一 0 十 1 入: 玉 机. (2. 28) 
上 上述 方程 组 常 称 为 Pfaff 方程 组 ， 
由 C2.19) 式 得 到 
dew (Xe, Np) 
一 ep) OO 大 村 其 oa》 — (LX, Xs |ew,) 
=—— (XXg],w,). 
因此 ,分 布 上 = {XX ,-…,XX,) 适 合 Frobenius 条 件 , 即 
[XXs]l EL, lafer 《2. 29) 
的 充分 必要 条 件 是 


diw,(X, ,Kg) = 0， 1 Er， 7 十 1 委 < 扫 玉 ， 《2 30) 
我 们 要 证 明 , (2. 30) 式 等 价 于 
dw = 0 (mod(wris yt) Fis Rm (0,31) 
实际 上 ,dw 可 以 用 w (li 才 m) 表 示 , 设 
dew, 一 >) 多。 A th 十 >) aip os 人 tgs 2. 32) 


4 一 上 十 1 贞 | 启 开 1 


其 中 y 是 一 次 微分 式 , a;s 是 光滑 函数 , 且 关 于 下 指标 是 反对 萄 
的 . 因为 
‘i; 名) 二 站;， 
所 以 将 (2. 32) 式 代入 (2. 30) 式 便 得 
dg = 0 laper,r1l1 人 sm 
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即 
do 一 >》 fA ow, 《2. 33) 


一 rr 十】 


这 就 是 (2. 31) 式 , 我们 把 (2. 31) 式 称 为 Pfaff 方程 组 (2. 28) 所 证 
合 的 Frobenius 条 忻 . 
若 存 在 局 部 坐标 系 w' ,使 子 流 形 

2 = const， 十 1 所 5 所 ‘2. 34) 
适合 Pfaff 方程 组 (2. 28), 则 称 (2. 28) 是 完全 可 积 的 . 这 样 ,如 果 
Pfaff 方程 组 (2. 28) 是 完全 可 积 的 , 则 存在 局 部 坐标 系 ,使 该 方 
程 组 等 价 于 

dx 二 0，r 十 5 所 巩 ， 2, 35) 


这 时 分 布 /恰好 是 切 矢量 场 过 1,…, 党; 张 成 的 . 反 过 来 也 对 


因此 第 一 章 的 Frobenius 定理 可 以 改 述 为 
定理 2. 4 Pfaff 方程 组 


iu 一 上， 1 二 e 人 rr， (2. 36) 
完全 可 积 的 充 要 条 件 是 
do = 0 Cmodlo 7》， 1 过 a 扫 7 (2. 37) 
例 2 设 在 让 上 的 全 微分 方程 
= Pdr+ Qdy 二 Rdz ~ 0, (2. 38) 


其 中 P,Q, 尺 是 中 上 的 光滑 函数 .52. 38) 是 完全 可 积 的 意思 是 ，; 
在 每 个 充分 小 的 邻 域内 存在 光滑 函数 已 ,使 得 
F 一 const 

是 (2. 38) 的 初 积分 . 根据 定理 2. 4,(2, 38) 式 是 完全 可 积 的 充 要 条 
件 是 

dAnNn=0, 
即 
oP 


tal 吴 - 虽 -a 器 -六 |-。 


Pl ae aQ 
9y 


By dz 


《2. 39) 
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言 之 ,上 式 是 方程 (2. 38) 有 积分 因子 的 充 要 条 件 . 

要 指出 的 是 ,Frobenius 定理 是 “局 部 ”的 定理 , 它 描述 的 是 
Pfaff 方程 组 在 一 点 的 邻 域 内 的 解 的 性 状 .但 是 从 这 个 “局 部 ”定理 
出 发 ,可 研究 大 范围 的 积分 流 形 . 为 此 ,需要 在 M 上 引进 新 的 拓 
扑 ; 设 工 是 J 上 的 7z 维 分 布 ,适合 Frobenius 条 件 . 若 把 L' 的 积 
分 流 形 的 并 和 集 定义 为 M 的 * 开 集 ”, 则 全 体 这 种 “ 开 集 "构成 的 
一 个 拓扑 心 

定理 2.5 设 工 是 流 形 Hf 上 上 适合 Frobenius 条 件 的 光 油 的 > 
维 分 布 , 则 过 每 一 点 pE 对 ,存在 产 的 极 大 积分 流 形 2(p) ,而 产 
的 任意 一 个 过 点 户 的 积分 流 形 关 于 本 扑 驴 是 绎 (的 的 开 子 流 形 ， 

定理 中 所 谓 极 大 积分 流 形 是 指 它 不 是 另 一 个 积分 流 形 的 真子 
集 . 详细 的 讨论 可 见 参 考 文献 [9, 第 92 页 1. 

设 了 了 ; MN 是 从 光滑 流 形 Mf 到 NN 的 光滑 映射 , 则 它 话 导 出 
外 微分 式 空间 之 间 的 线性 上 映射 

f': A(N) — ACOD., 

实际 上 ,f 在 每 一 点 p EM 诱导 出 切 映 射 f;; T,(M)-> 
Treoov)、 而 映射 f°" : ACN)->ACM) 在 各 齐 次 部 分 上 定义 如 下 ， 

藻 BE ATCN) (r 坟 1), 则 f' BE .ACM) ,使 得 对 M 上 任意 > 个 
光滑 切 兴 量 场 用 1 +s 有 

的) 一 《2. 40) 

车 BE4oCV)， 则 命 

六 有 一 月 。 了 和 AM). (2. 41) 

根据 第 二 章 定理 3.2, 映 射 与 外 积 是 可 交换 的 ,中 对 任 音 

的 w,FEACN), 有 
六 (了 一 扩大 (2. 42) 
请 导 上 映射 大 的 重要 性 还 在 于 它 与 外 微分 d 是 可 交换 的 . 

定理 2.6 设 f: M-~N 是 从 光滑 流 形 M4 到 NN 的 光滑 映射 ， 

则 诱导 映射 4* ;ACN) 一 ACM) 和 外 微分 d 是 可 交换 的 , 即 
f*od=def’, ACN)— ACM), (2. 43) 
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或 者 说 有 下 述 交 换 图 表 ， 


ALN) 及) 


二 小 
ACM) 一 一 40 


证 明 由 于 六 和 d 都 是 线性 的 ,所 以 只 要 考 圳 (2. 43) 式 两 边 
对 单项 式 8 的 作用 . 
首先 , 设 8 是 N 上 的 光滑 函数 , 凤 BE A"CN), 任 取 术 上 的 光 
滑 声 矢量 场 苹 , 则 由 (2, 40? 式 得 
(fd (X= d(CF ,XX) 
= f,. XP) 
= XP 1) = (df* PY NR), 
所 以 
T (dp 一 (六 有)， 
其 次 , 设 8=udv, 其 中 ,wv 是 NN 上 的 光滑 函数 , 则 
六 (dp 一 六 (da A do) 一 了 da A fdv 
= d(f*w) A dtf*v) = d(fF'p). 
现在 假定 (2.43) 式 对 次 数 过 7 的 外 微分 式 成 立 , 要 证 吉它 对 > 
次 外 微分 式 也 成 立 , 设 8 是 > 次 单项 式 ,8E A CN), 写 作 
B= BA Bp,, 
其 中 是 N 上 的 一 次 微分 式 ,8 是 N 上 的 > 一 1 次 外 微分 式 , 则 
由 归纳 假设 得 到 
de f°* eB A B,) 
=d(f"P AF'P,) 
df"B) hf Bs — fF'P Aderp,) 
= f°" (da 人 8,) 一 A"(a A dB,) 
一 dp A BB). 
证 毕 . 


§ 3 外 微分 式 的 积分 


把 波形 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 联 系 起 米 的 最 简单 方式 是 外 微 
分 式 在 流 形 上 的 积分 . 要 定义 积分 的 概念 ,种 要 一 些 准备 知识 . 
定义 3.3 m 维 光 清 流 形 2 称 为 可 定向 的 ,如果 在 M 上 存在 
一 个 连续 的 ,处 处 不 为 零 的 wz 次 外 微分 式 . 如 果 在 村 上 给 定 了 这 
样 一 个 外 微分 式 w,; 则 称 MM 是 定向 的 .如果 给 出 M 的 定向 的 两 个 
外 微分 式 彼此 差 一 个 外 处 为 正 的 函数 因子 , 则 称 它们 规定 了 MM 的 
同一 个 定向 . 
连通 的 可 征 阿 流 形 恰 有 两 个 不 同 的 定向 . 因为 如 果 w 和 ww' 是 
给 出 好 的 定向 的 两 个 六 次 外 微分 式 , 则 存在 M 上 的 连续 函数 /， 
使 
w' 一 fo, (3. 1) 
其 中 了 处 处 不 为 零 .由 于 M 是 连通 流 形 ,f 在 M 上 必须 保持 同一 
个 符号 ,因此 w 给 出 的 定向 或 者 与 “一致 , 战 者 与 一 w 一 致 . 
设 流 形 M 是 由 外 微分 式 定向 的 . 设 ( 局 yw) 是 M 的 任意 一 
个 局 部 坐标 系 , 则 dw A… A dua" 与 wlv 差 一 个 处 处 不 为 零 的 因 
子 . 如 果 da A-……-Adu” 与 w|v 差 一 个 正 因子 , 则 称 人 io 是 与 M 
的 年 向 相符 的 坐标 系 . 显然 在 定向 流 形 上 可 取 定 向 相符 的 坐标 乱 
芋 , 对 于 任意 两 个 相交 的 坐标 域 ,坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 处 处 
取 正 值 . 反 过 来 ,利用 下 面 要 讲 的 单位 分 解 定 理 可 以 证 明 , 如 果 流 
形 M 上 存在 一 个 容许 的 坐标 短 盖 ,对 其 中 任意 两 个 相交 的 坐标 
域 ,坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 处 处 取 正 值 , 划 M 是 可 定向 的 {请 读 
者 补充 证 明 ). 
定义 32 设 太 邓 ~> 吕 是 M 上 的 实 函 数 ,函数 上 的 支 集 
(support set) 是 指使 上 取 非 零 值 的 点 集 的 闭 包 , 记 作 
supp f = {pl E MFCp) F 07. (3, 2) 
若 gp 是 外 微分 式 , 则 g 的 支 集 是 
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supp P= {pl € Mp(p) A 01. (3,3) 
很 明显 , 支 集 supp p 的 补 集 怡 是 M 中 使 * 一 0 的 最 大 开 子 集 . 
定义 3.3 设 环 是 对 的 一 个 开 覆 盖 . 如 果 1 的 任意 一 个 紧 
致 子 集 只 与 36 中 有 限 多 个 成 员 相 交 , 则 称 Bo 是 M 的 局 部 有 限 开 
槛 盖 . 
定理 3.1 设 王 是 流 形 2 的 一 个 拓扑 基 , 则 存在 三 的 一 个 子 
集 zo, 它 是 对 的 局 部 有 限 开 柳 盖 . 
证 明 根据 流 形 的 定义 ,MM 是 局 部 紧 致 的 .已 假定 流 形 M4 满 
足 第 二 可 数 公 理 , 因 此 存在 M 的 一 个 可 数 开 覆盖 {C) ,使 得 其 中 
每 一 个 U 的 闭 包 0 是 紧 致 的 . 记 


P= UU,, (3.4) 
1 之 了 坊 并 


则 P, 是 紧 致 的 ,已 CPyi* 并 且 Lj P; 一 M. 现 在 要 构造 另外 一 串 紧 
致 集 Q,, 使 它们 满足 条 件 
PiCQ CQ (3. 5) 


其 中 心 ,+ 表示 Qt 的 内 部 . 

用 归纳 法 ,假定 Qi ,0 已 造 出 . 因为 驴 , UP 是 紧 致 的 ;所 
以 在 {5 } 中 存在 有 限 多 个 成 员 ,1 所 a 坊 ; ,它们 枸 成 @ 了 UP,41 的 
覆盖 . 命 

ir = U,, {3. 6 
则 ;41 满足 条 件 (3. 5), 首先 iy 是 紧 致 的 ,Piy;CCQiyj. 另外 
人 《_ Uj U, 性- QQ 
1 症 共 ; 


现在 命 ( 图 9) 


L, 一 &, 一 Q，,， 五 ， 一 QQ 一 QW;_1， 3.7) 
其 中 1ss < 十 ce, 且 规定 -1 一 QQ 二 他， 这 样 L, 是 紧 致 集 大， 是 开 
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集 ,并且 工 二 天 ,， 

根据 假定 ,是 M 的 拓扑 基 , 因 此 天, 可 以 表 成 六 中 一 些 成 员 
的 并 集 . 由 于 工 , 的 紧 致 性 ,ZCK,, 所 以 对 每 一 个 i, 在 全 中 存在 有 
限 多 个 成 员 Tw ,< a 所 x, ,使 得 


LC [vocCK. (3. 8) 
le Sr, 
1 一 1 
BV oo) (3.9) 


是 王 的 子 覆 盖 . 
我 们 要 证 明 台 是 局 部 有 限 的 . 设 4 是 任意 一 个 紧 致 集 , 由 
《3. 4) 武 可 知 必 有 充分 大 的 整数 i, 使 ACP;CEQ,. 当 有 大 2 十 2 时 


Ki = Qu 一 :CC Qi 一 ww， 

故 Ki 门 Q; 关 作 . 因此 

Vv NACKNMNGQ= ZG, 1aRrik2i 二 2, 

(3. 10) 

即 3。 中 与 4 相交 的 成 员 至 多 是 有 限 多 个 ， 

定理 3. 2( 单 位 分 解 定理 ) 设 是 光滑 流 形 M 的 一 个 开 覆 
盖 , 则 在 M 上 存在 一 族 光滑 函数 {g,} ,满足 下 列 条 件 ， 

(1) 对 每 一 个 a,0:&g。 坟 1, 支 集 supp g 是 紧 致 的 ,并 且 有 开 
集 全 ,各 六 ,使 supp gsCW,; 
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(2) 每 一 点 pEM 有 一 邻 域 U, 它 只 与 有 限 甸 个 却 集 supp gs 
相克 ; 

(3) 2 go=1. 

由 于 条 件 (2) ,在 任意 一 点 pE€EM 邮 ,条 件 (3) 左 边 只 有 有 限 多 项 
不 为 零 , 故 和 式 是 有 意义 的 . 函数 族 {g。} 称 为 从 属于 开发 盖 2 的 单 
位 分 解 . 

证 明 因为 MM 是 流 形 , 所 以 存在 4 的 拓扑 基 名 = {U0,}) ,使 其 
中 每 一 个 U。 是 坐标 域 ,U0 是 紧 致 的 ,并 且 存 在 WE 5, 使 ,CC 
Wi, 由 定理 3. 1,ze 有 局 部 有 限 的 子 覆 盖 , 所 以 不 妨 假定 区 本 身 
是 M 的 局 部 有 限 开 覆盖 ,并 且 有 可 数 多 个 成 员 . 用 归纳 法 不 难 证 
明 ,5, 中 每 个 成 员 U 稍 作 收 缩 得 到 玉 ,, 可 使 VCU,, 且 1{V,) 仍 攀 
成 M 的 开 获 盖 册 

根据 第 一 章 $3 引 理 3, 在 允 上 存在 光 请 函数 六 ,0 所 As]1， 
并 县 

h.(p) 一 { ?7 (3. 11) 

显然 supp 如 CU 任意 一 点 pEM 都 有 一 个 邻 域 UU, 使 5 是 紧 臻 
的 ;由 于 加 的 局 部 有 限 性 ;U 只 与 互 中 有 限 多 个 成 员 相交 ,和 式 


hp) 中 只 有 有 限 多 项 不 是 零 ,所 以 有 一 yh 是 定义 在 M 上 
的 光滑 函数 . 因为 4 构成 MM 的 覆盖 ,所 以 点 必 落 在 某 个 V。 
内 ; 即 有 (p) 实 1. 命 
二 zr 一 haih, (3, 12) 
D 收缩 的 方法 如 下 ; 命 六 一 [jj 如 , 则 一 久 蚌 包含 在 Us 内 的 闭 集 ; 因 本 , 紧 
歌 .M 一 WW 也 是 紧 臻 的 , 禾 有 有 限 多 个 华 标 域 WW,C1 志 :< 站, 使 而 ,cU, 有 【| w= 
M 一 W, 只 要 命 v= jw, 即 可 . 
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则 g。 是 M 上 的 泥 滑 苔 数 . 容易 验证 , 辆 数 族 {go} 适 合 定理 的 条 
件 . 
有 了 上 上述 准备 ,我 们 可 以 着 手 定义 外 微分 式 在 流 形 邓 上 的 积 
分 .天 开 是 闫 维 定 阿 的 光滑 流 形 ,? 是 1M 上 的 产 次 外 微分 式 , 且 
有 紧 致 的 支 集 supp 多 任 取 MM 的 一 个 定向 相符 的 坐标 茂 盖 卫 = 
{Wi , 设 (ig.} 是 从 属于 上 的 单位 分 解 , 则 
p= | Dg, "y= 2 5， 是. (3. 13) 
显然 ,文集 supp ltg。* 四 Csupp g, 包含 在 某 个 坐标 域 WE 内， 
所 以 可 以 定义 
[gp= | 8 * 【3。 14» 


右 端 理解 为 普通 的 Riemann 积分 , 即 : 如 果 g。* wg 关 于 W, 中 的 坐 
标 系 ww ,…' ,wu” 表 为 
Pulm del A 2 A du”™, 
则 (3. 14) 式 右 端的 积分 就 是 
(ACER OL (3,15) 


要 说 明 (3, 14) 式 是 有 意义 的 ,只 需 证 明 右 端 与 W; 的 选择 无 
类, 不妨 设 supp (ge。* 9} 同 时 包含 在 坐标 域 W, 和 环 , 内, 设 它们 的 
定向 相符 的 局 部 坐标 分 别 是 wt 和 t 夏 , 则 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 
_ Qlv' ,0) 
dll vB 

假定 g。， 9 在 W, 和 各 W; 内 的 宕 式 分 别 是 
ga P= fd A A du™ = fd! A Ad (3. 17) 


> 0, (3.16) 


则 
f=f .J =f * ||, (3. 18) 
H supp /一 supp f =supp (pg, 。 PCWNW. 根据 Riemann 积分 
的 变量 蔡 换 公式 ,我 们 有 
B89 


| fidvidvu" = | Fs | dulrda" 
W, Nw, WNW, 


= | Fdul'dau™, 
WNm, 
邯 
| ep 一 | gp (3. 19) 
因为 gq 的 支 集 supp 是 紧 致 的 ,根据 单位 分 解 定 理 的 条 件 


(2) ,supp PF 只 与 有 限 多 个 支 集 supp go。 相交 ,因此 (3. 13) 式 的 右 端 
只 是 有 限 多 项 的 和 . 命 


| r= > | “9 (3. 20) 


对 于 每 一 个 从 属于 2 的 单位 分 解 {g.} ,C3. 20) 式 右边 是 完全 确定 
的 .下面 要 证 明 (3. 20) 式 与 单位 分 解 {fg,} 的 选取 无 关 . 
假设 tgs} 是 从 属于 三 的 另 一 个 单位 分 解 , 则 


3) go=5 5| ga 
8 BR 胡 
一 3) De “gEg'y 
= 了 | ce “名 
定义 3.4 设 邓 是 闫 维 定向 的 光 清 流 形 , ?是 对 上 有 紧 致 支 


集 的 次 外 微分 式 , 四 (3, 20) 式 所 定义 的 数值 | > 称 为 外 微分 式 


9 在 M 上 的 积分 . 
车 ,P19z 都 是 AM 上 有 紧 致 支 集 的 和 = 次 外 微分 式 , 则 Pi: 
有 紧 致 支 集 ;对 任意 的 实数 c,cp 也 有 紧 致 支 集 ,根据 积分 的 定义 


显然 有 
由 十 P92) 一 | 9 十 | w， 


| ep 轩 | >， 


(3. 21) 
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因此 积分 | ,是 M 上 有 紧 致 支 集 的 m 次 外 微分 式 的 集合 上 的 线性 
明 数 
芒 suppg9 恰 好 落 在 -个 坐标 域内 , 且 [7 的 定向 相符 的 局 部 
坐标 是 i, 则 9 可 表 成 
p= Flu,tu da A A du”, 《3. 22) 
而 | 止 好 是 普通 的 Riemann 积分 
9= | fied (3. 23) 
可 见 , 定 多 3.4 是 Riemann 积分 的 推广 . 
行 & 是 r 反 说 次 外 微分 式 , 且 有 紧 致 支 集 suppp , 则 可 定义 9 
在 M 的; 维 子 流 形 上 的 积分 . 设 
:NM (3. 24) 
是 M 的 + 维 嵌入 子 流 形 , 则 hg 是 维 光滑 流 形 N 上 的 + 次 外 微 
分 式 ,是 有 紧 致 的 支 集 , 故 积分 | hyp 是 有 定义 的 .我们 把 g 在 子 
流 形 ACN) 上 的 积分 定义 为 


| ?= | hp. (3. 25) 
hi } mM 


944 Stokes 公式 


一 个 区 域 上 的 积分 和 它 边 界 上 的 积分 之 间 的 联系 ,是 微 积分 
学 的 最 基本 的 命题 . 先 看 几 个 例子 ， 

例 1 设 D=[a,b]j 是 R' 中 的 一 个 刻 区 间 ,f 是 DD 上 的 连续 
可 微 函 数 , 则 有 微 积分 学 的 基本 公式 


| ar = 7) — fa). C4. 1) 
我 们 用 89D 记 D 的 有 向 边界 {6} 一 {a), 则 上 式 右 端 记 成 | 2 


例 2 设 品 是 记 中 一 个 有 界 区 域 ,其 定向 与 RR 的 一 致 .用 
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in Pilejepg 和 PP ee ep Hr m1 = 


3D 记 DD 的 有 向 边界 ,其 定向 由 户 所 诱导 , 即 : 3D 的 正 问 与 指向 
D 内 部 的 法 矢量 构成 与 R 的 定向 一 致 的 标本 ( 见 图 10). 设 庆 ,Q 
是 DD 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 Green 公式 


_[fiemn re 
| Pdz + Qdy = | Be — By) drdy. (4. 2) 


因此 (4, 2) 式 可 改写 成 


| 一 | du 《4. 3)》 
例 3 设 刀 是 司 中 的 有 界 区 域 , 其 定向 与 严 一 致 ,以 外 法 线 
方向 为 正 向 诱导 出 边界 3D 的 定向 . 设 P,Q,R 分 别 是 万 上 的 连 
续 可 微 函 数 , 则 Gauss 公式 说 
| Pdydz + Qdzdz + Rdzdy 


Ta a0 ag 
= [| 芝 + 3 + Se) drdydz, (4.4) 


或 记 成 
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| = | ae， (4. 5) 


其 中 g=PdyA dz 十 Qdz Adzx 十 Rdr Ady. 

例 4 设 是 声 中 一 块 有 河曲 面 ,其 边界 33 是 有 问 闭 曲线 ， 
而 且 BE 的 正 商 与 的 正 向 法 舌 量 符合 右手 法 则 (假定 局 以 右手 
系 为 正定 向 ). 设 ,@,R 是 在 包含 了 在 内 的 一 个 区 域 上 的 连续 可 
微 的 旺 数 , 则 有 Stokes 公式 


| ,Paz + Qdy + Rdz 


oR _ | 
By 3 dydxz 


一 | 
十 2 一 -. 3 ] dzdz 十 Es 一 dzdy. (C4.6) 


者 记 包 一 Pdr 十 包 d3y 十 Rdz， 
则 上 式 可 写成 


| 一 | au (4.7) 
由 此 可 见 , 上 面 四 个 公式 用 外 微分 记号 具有 统一 的 形式 . 本 节 
要 讲 的 Stokes 公式 是 上 述 公 式 在 流 形 上 的 推广 . 我 们 先 解释 一 些 
必要 的 概念 ， 
定义 4.1 设 几 是 m 维 光滑 流 形 . 所 谓 带 边区 域 D 是 指 流 形 
MM 的 一 个 子 集 ,其 中 的 点 分 为 两 类 ，(1) 内 点 , 即 在 MM 中 有 该 点 
的 一 个 邻 域 包含 在 DD 内 ;(2) 边界 点 ,其 定义 是 , 设 p 是 边界 点 ， 
则 有 一 个 坐标 系 (U wn) ,使 得 wi(p) 一 0, 并 且 
UD= {a EU"(g) D0}. ‘4. 8) 
具有 上 述 性 质 的 坐标 系 (Z3a 称 为 边界 点 户 的 运 用 (adapted) 坐 
标 票 . 
带 边 区 域 的 边界 点 的 集合 称 为 局 的 边界 , 记 作 8. 
定理 4.1 带 边区 域 九 的 边界 吾 是 正则 嵌入 的 闭 子 流 形 . 如 
有 果 凡是 可 定向 流 形 , 则 如 也 是 可 定向 的 ， 
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证 明 区 域 哆 边界 B 显然 是 A 计 的 闭 子 集 . 设 (U;w) 居 点 p 
EB 的 适用 坐标 域 , 则 
UNB= {9|l EU:u"(g) = 0). C4.9) 
根据 定义 (第 一 章 § 3),8 是 M 的 正则 幅 入 的 闭 子 流 形 . 
假定 哮 是 定向 流 形 , 对 于 任意 一 点 pE 吾 选取 与 好 的 定向 相 
符 的 适用 坐标 域 (Uj;w), 则 (Cw,… ,wu”"!) 是 B 在 点 p 的 局 部 坐标 
(一 1" A ee A du™! (4. 10) 
给 出 边界 B 在 点 pp 的 坐标 域 U 门 8B 上 的 定向 . 我 们 要 证 明 , 如 此 
给 出 的 坐标 域 的 定向 是 彼此 相 容 的 , 设 (Vyv 是 边界 点 pp 的 另 一 
个 与 M 的 定向 相符 的 适用 坐标 域 , 则 
vl, TY) 
dm yr se™) 
车 设 w= 疡 Gt,… ,au"), 则 对 于 任意 固定 的 如, ,za 变量 如 
的 符号 与 w" 相同 ,并 且 当 wr 二 0 时 ,wm 二 0, 所 以 在 p 点 3>0. 不 
和 失 普 遍 性 ,可 设 w"= 二 a", 则 (4,11) 式 成 为 
Dvyl, TI 
{ul a 1) 


> 0, ‘4.11) 


> 0. C4. 12) 
这 说 明 
《一 127da AAAda 5 和 《一 1)mdplA -Adaom-l 

在 UNVNMB 上 给 出 的 定向 是 一 致 的 ,因此 B 是 可 定 疝 的 . 

由 (4. 10) 式 给 出 的 边界 B 的 定向 称 为 定向 流 形 M4 的 带 边 区 
域 D 在 其 边界 B 上 诱导 的 定向 , 则 有 诱导 定向 的 边界 B 记 作 
3D. 容易 验证 ,前 面 4 个 例子 中 3D 和 33 的 定向 恰 是 按 这 种 方式 
博导 的 . 

定理 4. 2(Stokes 公式 ) 设 孔 是 x 维 定向 流 形 M 中 的 带 边 
区 域 ,w 是 M 上 有 紧 致 支 集 的 mw 一 1 次 外 微分 式 , 则 


| ae= | oF (4.13) 
DD dy 
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车 8D= 儿 , 则 规定 右边 的 积分 是 等 . 
证 明 设 {Z} 是 对 的 定 河 相符 的 坐标 覆盖 , tg。} 是 从 属 的 单 
位 分 解 , 则 
w= > ge". 《4.14) 


因为 支 集 supp wm 是 紧 致 的 ,所 以 上 式 右边 只 是 有 限 项 的 和 , 于 是 
[ge 加 >| ,ace。 * %)， 


| = Dee 
这 说 明 只 要 对 每 一 个 a 证明 
| de = ev ‘4, 16) 
就 信 了 . 因此 不 妨 假 定 支 集 supp w 包含 在 对 的 一 个 定向 相符 的 
坐标 域 ( ;ww ) 内 , 设 w 的 表 式 是 
w= DH Diadut A ee A dws A er A du”, (4.17) 
其 中 a 是 上 的 光滑 冰 数 , 则 
”yo 
diw 一 | 2 Be 
下 面 分 两 种 情形 ， 
情形 1: 车 UNMm3D= 名, 则 (4.13) 式 有 端 为 零 . 这 时 ,U 或 者 
包含 在 好 一 六 内 ,或 者 包含 在 也 的 内 部 .对 于 前 者 ,(4.13) 式 左 端 
自然 是 零 , 对 于 后 者 则 有 
| .ae 一 > | Squidur, (4. 19) 


考虑 R" 中 的 一 个 方 体 C， |w'| 志 KK ,1 去 i 所 my; 使 得 U 包含 在 C 
内 是 连续 可 微 的 . 因此 


da) 1 MH _ Oa 1] 
|, Bidu “du” = | Bd da 


(4.15» 


da A A dw". (4.18) 
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dalrrdae™ dit le a” 


十 乒 Da _ 

rd 

| | Bod 
Es 
+ 


= 0. C4. 20) 
最 后 的 积分 为 零 是 因为 


十 可 六 
Ui 一 十 1 
三 一 dz: 一 d(H si 1 本 st) 

一 下 Du 


— a yu, Oo Kut ,Ht") 
= 0. (4. 21) 
情形 2: 阁 UN 们 8D 关 所 ,不妨 设 U 是 与 M 的 定向 相符 的 适用 
坐标 域 , 即 有 


UND= {gl EU,u"(g9) 0}, (4. 22) 
县 

UoD= tg| EU,u"(g) — 0}, (4. 23) 
储 坐 标 空间 R” 中 取 一 个 方 体 


C: | [EK, 1l<i<m—10su"<K. 
当 下 充分 大 时 ,UN 们 DD 幕 在 忆 的 内 部 与 边界 w”" 一 0 的 并 集 内 .对 
ai 作 如 同情 形 1 的 延 拓 , 则 (4. 13) 式 右边 成 为 


pf 


一 人 六 (一 1Y771 | 开间 BE A A du A ditl A .er A dem 


uap 


= (1)"! | Gudut A A da 
= | Gm (ls 1 ON dale du™!, (4, 24) 


其 中 第 三 个 等 号 是 因为 在 UNn3D 上 du*==0, 最 后 一 个 等 号 已 考 
虑 到 MM 在 8D 上 的 请 导 定 向 . 
(4.13) 式 前 左边 是 
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Da, 1 
去 二 于 和 于 巡 下 四 ) 
| dw | de “du 内 A du C4. 2 
但 是 对 于 1 委 j 生 :mm 一 ]， 


ca 
as a du”™ 
| Oe " A A 


1 天 Aa - 
i] | 1 一 1 工 。。 ra 
= | [dv dedacirrdio4ledz 
lw 上 宕 -天 
了 3 jm 
号 
一 0， 
因而 (4.25) 式 中 只 会 一 项 
Dr”™ 
| ee A da™ 
vnn Bu™ A A 
| (Camlul sr mH KK) 
I | 
tt 
— Qntt sm 0 duldu"™! 
| we 0)detdae (4.26) 
je < 大 
f 芒 斑 


所 以 (4, 13) 式 成 立 , 定 悍 得 证 ， 

注 记 在 实际 应 用 中 ,经 常 遇 到 的 闭 区 域 刀 是 紧 致 的 ,所 以 
不必 假定 着 一 1 次 外 微分 式 有 紧 致 的 支 集 ,而 Stokes 公式 仍旧 成 
六 

Stokes 公式 在 物理 学 ,力学 及 偏 微 分 方程 ,微分 几何 学 中 有 
十 分 重要 的 应 用 . 积分 对 于 积分 区 域 也 有 可 加 性 ,进而 可 定义 外 微 
分 式 在 奇异 链 了 (Singular Chain) 上 的 积分 . 把 积分 看 作 外 微分 式 
和 积分 区 域 的 一 个 配合 , 则 每 一 个 外 微分 式 相当 于 流 形 MH 上 的 一 
个 奇异 上 链 (Singular Cochain), 而 Stokes 公式 正 说 明了 达 缘 算 


名 ”可 参见 参考 文献 [18]， 
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子 引 和 上 壹 缘 算 子 d 之 间 的 对 偶 关系 .车 记 
(3D ,ww) =| w, (D,dw) =— | do， (4. 27) 


则 Stokes 公式 成 为 
(OD,w) = (CD, dw), {dd. 28) 
现在 把 .ACM 看 作 上 链 群 ,d: ATCM) 一 AT1CM) 是 上 边缘 算 
子 , 且 dd :d==90 {Poincaré 9| 理 ). 记 
[ZOM RS wo| EE AAO H dw = 0), 
[BM RR) = | EE AD ,日 存在 8E€ A™Ii(MD) ,使 df 二 w}. 
«|. 290) 
则 Z"CM, 民 ) 是 加 态 d;: A CM) 一 A™"™1CM) 的 核 ,BAM ,RR} 是 问 态 
d: 4 CM 一 A CM) 的 像 , Z' CM,R}) 的 元 素 称 为 闭 微分 式 ,B"(M， 
民 ) 的 儿 索 称 为 恰当 Cexact) 微 分 式 , Poincare 引 理 断言 
BM R) CTC ZCM,R). (4. 30) 
但 是 , 闭 微 分 式 未 必 蚌 恰当 的 . 下面 叙 述 的 de Rham 定理 表 
明 , 要 由 上 任意 一 个 闭 微分 式 是 恰当 的 , 流 形 邮 本 身 必 须 具 有 一 
让 的 哲 扑 性 质 ， 
定义 4.2 商 空间 
HM,R) = Z"(M, RY)/B CM.R) 《4,. 31) 
称 为 流 形 好 的 第 > 个 de Rham 上 同调 群 . 
定理 4. 3Cde Rham 定理 ) 设 M 是 紧 致 的 光滑 流 形 , 则 第 > 
个 de Rham 上 同调 群 和 MY 的 第 + 个 同调 群 同 构 . 若 记 
dim H'CM,R) = b,, 
则 志 就 是 的 第 r 个 Betti 数 . 
作为 推论 可 知 ,如 果 好 的 第 > 个 Betti 数 是 等 , 则 M 上 任意 
的 rx 次 闭 微分 式 都 是 恰当 的 , 特别 是 ,如 果 MM 的 所 有 Betti 数 都 是 
零 , 则 好 上 任意 的 闭 微 分 式 都 是 恰当 的 ， 
de Rham 群 如 (CMR) 是 由 于 流 形 的 微分 构造 产生 的 , 而 
Betti 数 却 纯粹 是 流 形 的 拓扑 不 变量 ,于 以 de Rham 定理 建立 了 
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流 形 的 局 部 和 性质 相 整 体 性 质 之 间 的 联系 .de Rham 定理 的 个 芯 
简单 的 证 明朗 用 到 层 (sheaf ) 的 概念 . 初等 的 闪 细 的 证 明 可 佑 阅 参 
考 文献 [18 .第 161 页 1 
最 后 我 们 从 同调 论 的 角度 看 定理 2.6,. 人 任意- 一 个 光滑 映射 

f: MN 诱导 出 辐 态 

fi AN) -» ACM), 
它 与 上 边缘 算 子 d 是 可 交换 的 . 这 样 的 映射 六 称 为 链 上 映射 , 若 
EEZ NR)Y， 则 

df’*w) =— fF' (dw) -0, 
所 以 了 wE ZAM,RR), 扩 是 从 ZCN ,RR) 到 Z"CM,R) 的 同 态 , 同 理 ， 
所 世 给 出 了 从 五 CN 到 于 (ad, 吕 }) 的 同 态 , 因 此 广 :诱导 出 da 
Rham 群 之 间 的 局 态 ，; 

六 

作为 定理 2. 6 的 推论 ,我 们 有 , 车 f; M-~>N 是 从 光滑 流 形 MM 到 
N 的 光滑 映射 , 则 它 诱导 出 从 de Rham 上 上 同调 群 HCN .RR) 到 
H"CM,R) 的 同 态 广 ， 
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第 四 章 联 人 络 


要 对 矢量 从 的 截面 一 一 流 形 上 的 矢 基 场 进行 微分 ,必须 在 矢 
量具 上 引进 称 为 “联络 "的 结构 . 仿 射 联络 就 是 加 在 微分 流 形 上 ,为 
使 我 们 能 对 张 嫩 场 进行 “微分 "的 结构 , 我 们 先 介绍 天 量 关上 联络 
的 一 般 理论 . 


$1 矢量 从 上 的 联络 


在 第 二 童 8 1 已 经 氢 述 过 矢量 从 程 蕉 面 等 概念 . 设 忆 是 流 形 
对 上 一 个 g 维 实 矢量 从 ,PE) 是 矢量 从 到 在 流 形 M 上 的 光滑 截 
面 的 集合 . T(E) 是 实 矢 量 空间 ,也 是 C CM)- 模 . 
定义 1.1 矢量 其 羽 上 的 联络 是 一 个 映射 
D: T(E) 一 了 TO 0 E), (1. 1} 
它 满足 下 剂 菜 件 : 
(1) 对 任意 的 5 ,ssETIE) 有 
Dies), + s2) = Ds 十 Ds,, 
(2) 对 sETCE) 及 任意 的 aEC™*CM), 有 
Dias) = de 0 s + aDs. 
车 苹 是 击 上 光滑 的 切 和 拓 量 场 ,sE T(E), 命 
Dxs — (X,Ds), (1.2) 
其 中 记号 《< ， > 是 指 了 Ca 和 了 (adt) 之 间 的 配合 , 则 Dxs 是 EE 的 截 
面 , 称 为 截面 * 滑 切 矢量 场 革 的 绝对 徽 商 . 
注 记 1 俩 = 一 1, 则 由 联络 的 条 件 (2) 得 到 
D(— s} =— D;, (1.3) 
所 以 DD 把 零 截面 映 到 零 截面 .D 是 从 T(E) 到 (TCM)OOE) 的 
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线性 算 子 . 

注 记 2 了 是 作用 在 五 的 截面 上 的 算 子 ,但 是 它 具 有 局 部 性 ， 
即 如 果 | 和 be 是 所 的 两 个 截面 ,而 | 和 $2 限制 在 MM 的 一 个 开 
集 U 上 是 相同 的 , 则 Ds, 和 Ds; 限制 在 UU 上 也 相同 .证 明 的 方法 
类 似 于 征明 外 微分 算 子 d 的 局 部 性 (第 三 章 定理 2.1). 利 用户 是 
线性 算 子 的 性 质 ,只 要 证 明 : 如 果 截 面 ;ET(E) 限 制 在 开 集 UC 
MM 上 是 零 , 则 Dsl:=0. 

为 此 目的 , 任 取 一 点 pEU, 则 有 开 集 VV, 使 pEVCVCU. 出 
第 一 章 33 引 理 3, 在 小 上 存在 光滑 函数 及 ,使 得 
l, 户 EV, 
0, pp" EvU, 
因此 hs 是 五 的 零 截面 .由 注 记 1 及 联络 的 条 件 (2) 得 到 

0 = Dhs) = dh 60 5 + kDs, 
因为 在 了 上 d#=0, 所 议 
Ds(p) = 0. 

由 于 户 在 U 内 的 任意 性 ,所 以 De|lo 一 0 

利用 DD 的 局 部 性 ,可 以 把 了 定义 为 作用 在 局 部 截面 上 的 算 
子 . 设 s 是 定义 在 开 集 UCM 上 的 截面 ,利用 第 一 章 8 3 引 理 3 , 则 
对 任意 一 点 pEU 必 有 上 的 截 而 了 ,使 得 和 s 在 点 5 的 一 个 令 域 
上 是 一 致 的 . 命 


hp = | 


Dstp) = Ds Cp), (1. 4) 
因为 Ds 在 点 附近 的 值 与 5 的 选取 无 关 , 因 此 Ds 是 在 UU 上 完全 
确定 的 截面 . 

注 记 3 根据 (1.2) 式 可 知 ,D 作为 二 元 映射 是 从 (TCMD) 
X 工 (二 ) 到 工 (五 ) 的 算 子 , 它 满足 下 列 杂 件 , 设 和 .了 是 的 任意 
两 个 光滑 切 矢 量 场 , s,s,,s; 是 五 的 截面 ,weEC=CM) , 则 有 
{1} Drry =DxsDys;; 
(2) Dx s=aDrs; 
(3) Dx tsit ss) — Dx si Dx ss; 
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(4) Dxrtas) = CXays + olDxs. 

这 4 个 条 件 是 绝对 微 商 的 定义 的 直接 推论 . 

如 注 记 ?所 述 , 绝 对 微 商 算 子 有 如 下 的 局 部 性 ， 

《1) 如 果 Xi ,Xs 是 M 上 在 点 取信 相同 的 两 个 切 和 撩 其 场 , 则 
对 豆 的 任意 一 个 截面 s,Dxs 和 Dxs 在 p 点 的 取 慎 也 相同 . 据 此 ， 
可 定义 吾 的 截面 关于 对 在 点 p 的 切 矢 量 的 绝对 微 商 ;对 于 基 E€ 
TCMD) ,Dx 是 从 工 (EE) 到 玉 , 的 映射 ， 

(2) 对 于 上 映射 Dx: (FE) 一 记 ,(XET(MD)) ,只 要 截面 5 和 s， 
在 MM 的 一 条 与 互相 切 的 参数 曲线 上 取 值 相同 ,就 有 Dxsi 二 Dxs;. 

这 些 局 部 性 质 的 证 明 类 似 于 注 记 2 的 证 明 . 请 读者 补 齐 . 

在 局 部 上 ,联络 是 由 一 组 一 次 短 分 式 给 出 的 . 设 世 是 好 上 的 
一 个 坐标 域 ,局 部 坐标 是 wi,1 所 ?所 m. 取 碧 在 吕 上 的 gq 个 光滑 截 
面 se(l 和 co<gq) ,使 它们 是 处 处 线性 无 关 的 . 这 样 的 ae 个 截面 称 为 
互 在 已 上 的 一 个 局 部 标 架 场 . 显然 在 每 一 点 户 ED,fdue ose 1 
Sm lse<s9} 构 成 张 量 空间 了 , 的 E, 的 基底 ， 

因为 Ds, 是 从 了 ' CM)O9E 在 UU 上 的 局 部 截面 ,所 以 可 以 命 


Ds, = > re du’ ©0 sa (1.5) 
lsum 
lg 
其 中 是 UU 上 的 光滑 抄 数 . 记 
a 一 D> TH, du', (1. 6) 
1 
则 Q, 5) 式 成 为 
Ds, 一 Dm sg, (1.7) 


| 
引进 矩阵 记号 ,以 竿 使 计算 简化 , 我 们 用 5 记 局 部 标 架 场所 
成 的 列 和 矩阵 ,用 名 记 of 构成 的 矩阵 , 即 


‘1, 8) 


So 
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则 1.7)? 式 可 记 成 
DS 一 品 ( 人 9 1.9) 
矩阵 w 称 为 联络 方 阵 , 它 依赖 于 局 部 标 架 场 的 选取 . 
如 果 S 一 (nm ,… ,si} 是 UU 上 另 一 个 局 部 标 架 场 , 则 可 设 
二 二 :与 ， C1, 107 
其 中 


这 里 a! 是 U 上 的 光滑 函数 ,并 且 det A 关 0. 
讽 联 络 D 关于 局 部 标 架 场 $8' 的 方 阵 是 wi , 则 由 联络 的 条 件 得 


到 | 
DS'~= dA@S+A. DS 
= (dA A'w Ss 
一 (d4 .4 十 4 A 1) S', (1. 11) 
所 以 
w 一 d4 .4 十 oo。 用 1， (C1. 12) 


这 就 是 联络 方 阵 在 局 部 标 架 场 改变 时 的 变换 公式 ,是 微分 几何 中 
非常 重要 的 公式 ， 
反 过 来 ,如 果 取 定 村 的 一 个 坐标 要 盖 {0,W ,2,…} ,在 每 一 
个 辟 土 取 征 五 的 一 个 局 部 标 架 场 So, 并且 指定 一 个 由 一 次 微分 
式 组 成 的 gxXg 阶 矩 阵 wp, 要 求 它们 在 坐标 域 相 交 时 满足 变换 公 
式 ( 人 1.12), 即 当 阵 站 亚 汉 人 茹 , 若 设 
Sw 一 Awtr * Sp, (1.13) 
其 中 Amw 是 UNnW 上 的 光 沸 函数 组 成 的 gxg 矩阵 , 刚 在 UW 
上 就 有 
wn 一 dAw :AW 二 A or， A (1. 14) 
那么 ,在 E 上 存在 一 个 联络 刀 , 它 在 坐标 覆盖 的 每 个 成 员 也 上 的 
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联络 方 阵 恰 是 wr, 证明 大 下 : 
设 * 是 已 的 任意 一 个 截面 ,在 避 上 可 表 为 
5 = dr * Mos (1.15) 
其 中 a 二 (ab,… say) ,val 是 U 上 的 光滑 函数 , 命 Ds 在 U 上 的 表 
式 是 
pslr 一 (dar av * mr) 的 9r ， (1.16) 
我 们 要 证 明 , 如 果 恕 门 到 关 户 , 则 在 UN 们 W 上 应 该 有 
{dar 十 er = th OO So = daw 十 aw cy) 的 Su， (1.17) 
因此 (1.16) 式 所 定义 的 Ds 是 邮 上 的 截面 . 
由 于 (1,13) 式 ,在 UMW 上 有 
dr = aw * Awos 
dar = daw * Awr + aw * dAwrr 
再 用 (1. 14) 式 则 在 UW 上 有 
《dar 十 ap " rr) C9 Sr 
= {daw * Agrr 十 err， 日 4wrr 
十 ar，4ar * hi) 0 CA * Sw) 
~ (daw 十 aw * dAw * An + Gm * ty 
— aw* dAwr * Am) 0 Sw 
= (dawmw aw Wr) CO Sw. 
容易 验证 ,由 (1.16) 式 所 定义 的 映射 D: (CE) 了 CT* (MD) 
的 EE 适合 定义 1. 1 的 条 件 , 故 D 是 瑟 的 联络 . 显然 D 在 悦 上 的 联 
络 方 阵 是 wr 
定理 1.1 在 任意 一 个 矢量 从 上 ,联络 总 是 存在 的 
证 明 取 MM 的 一 个 坐标 牙 盖 {U6}。e.y ;根据 矢 基 从 在 局 部 上 
是 平 岂 的 枸 造 , 可 假设 在 每 一 个 U 上 都 有 局 部 标 架 场 $。. 根据 联 
络 的 局 部 构造 ,只 要 在 每 个 Cr, 上 造 一 个 gxe 芥 矩 阵 w, 使 它们 在 
局 部 标 染 场 改 变 时 适合 变换 规律 (, 12) 就 行 了 . 
根据 第 三 章 $ 3 的 讨论 ,不 妨 假 设 {U.} 是 局 部 有 限 的 ,并 且 
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(1.18)» 


{go 是 相应 的 单位 分 解 ,使 得 文集 supp geCUs. 当 UfiUa 玫 多 
时 ,自然 存在 由 UN 站 Us 上 的 光滑 函数 所 组 成 的 非 退 化 所 阵 A。，， 
使 

S = A Ss, det A 0. 01. 19) 
对 每 一 个 aE .<7 ,任意 取 定 Us 上 的 -~ 次 微分 式 组 成 的 gxXg 

阶 和 矩阵 q。. 命 
~ 人 2 (0d4 Ma t+ A gp A ), (1.20) 

下 


其 中 当 Uf 人 U 二 做 时 ,和 式 中 对 应 于 8 的 项 应 理解 为 零 . 则 w 是 
Zr 上 的 一 次 微分 式 构成 的 矩阵 . 我 们 只 需 证 明 , 当 UN 门 Us 关 名 时 
有 变换 公式 
ws 一 dA * A + A ' wa * Anl. (1. 21) 
为 此 只 要 进行 直接 的 计算 , 首先 ,注意 到 站 UU 站 Uy 闫 好 
时 ,在 这 个 交集 上 有 
A * A = Aw. 
因此 在 忆 . 站 Cs 天 好 上 ， 
Asg op 
一 2 Er Ag (dA Am + Ap * pr * A ) * A 
UN NUgAg 
= ws 一 d4 * A . 
此 即 (1. 213 式 , 可 见 ,联络 的 确定 有 相当 大 的 任意 性 . 
特别 是 ,在 (1. 20) 式 中 令 op 一 0, 则 得 巨 的 一 个 联络 P, 它 在 
re 上 的 联络 定 阵 是 
cn 一 2 ，(d4。42)、 (1, 22) 
根据 联络 方 阵 的 变换 公式 (1. 12) ,联络 方 阵 为 零 不 具有 不 变 
性 . 特别 是 ,对 于 任意 一 个 联络 总 可 以 找到 一 个 局 部 标 架 场 ,使 其 
联络 方 阵 在 一 点 为 零 , 这 在 涉及 联络 的 计算 中 是 有 用 的 . 
定理 1. 2 设 忆 是 矢量 从 下 上 的 一 个 联络 . 设 pEM, 则 在 p 
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的 一 个 坐标 域 上 存在 局 部 标 架 场 5S, 使 对 应 的 联络 方 阵 名 在 记 点 
证 明 取 点 re 的 坐标 域 (U;a ) ,使 # Cp)=0, in. S$' 是 
这 上 的 局 部 标 架 场 , 对 应 的 联络 方 阵 是 w' 二 {w') ,其 中 


os 一 Pdae (1. 23) 
?一 1 
[是 LU 上 的 光滑 隐 数 . 命 
a = 0 — SDCp) ai (1. 24) 
7 一】 


网 矩 阵 4 二 (af) 在 点 p 是 单位 矩阵 . 因此 存在 记 的 一 个 邻 域 下 己 
1 使 4 在 了 上 是 非 退 化 的 ,所 以 
S=A.S: (1. 25) 
是 V 上 的 局 部 标 架 场 . 因为 
dA(p) = — wp), 
所 以 由 .12) 式 得 到 
wp)= (dA A A:w + ATI)(p) 
= wp) + wlp) = 0, (1.26) 
即 S 是 所 求 的 局 部 标 识 场 ， 
对 (1,12) 式 求 一 次 外 微分 , 则 得 
dw A—w AdA=~dAAw A.: dw, C1. 27) 
其 中 矩阵 之 间 的 外 积 “ A ”表示 和 矩阵 在 相 乘 时 ,元 素 的 积 是 外 积 . 因 
此 d4=w :2 一 Arww, 代 入 {1.27) 式 则 有 
{do —w Am A=A:((do mwAw). (1.28) 
定义 1.2 虽 二 dw 一 wAw 叫 敌 联络 DD 在 UU 上 的 曲率 方 阵 . 
这 样 ,(1, 28) 式 可 记 成 
人 =A.n.A4-!, (1. 29) 
这 是 曲率 方 阵 在 局 部 标 架 场 改变 时 的 变换 公式 . 值得 注意 的 是 ,人 n 
的 变换 公式 是 齐 次 的 ,而 联络 方 阵 w 变换 公式 不 是 齐 次 的 .只 和 包含 
痢 很 丰富 的 信息 ,特别 是 借助 于 只 可 以 构造 在 M 上 大 范围 定义 的 
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微分 式 ( 参 阅 第 七 章 $ 4). 

设 久 ,了 是 MM 上 任意 两 个 切 和 撩 量 场 , 则 由 曲率 方 阵 介 定义 了 
从 工 (EE) 到 TICE) 的 线性 变换 R(X,Y), 任 取 两 个 切 矢量 区 ,YE 
TAM), pEU, 则 用 曲率 方 阵 旭 可 定义 从 纤维 x 1(p) 到 自身 的 
线性 变换 R(X,Y). 它 的 定义 如 下 ; 设 sExn :(p), 它 用 笑 莽 从 区 
在 UU 上 的 局 部 标 架 场 Su 一 "(51,… ,so) 可 表 成 


9 
* 二 DA solps 三 上 R. 
t= 二 1 
则 命 
本 
R(X,Y)s = DY XK ,YD)Sg (1. 30) 


站 :上 丰 二 1 
由 于 曲率 方 阵 8 一 (2 在 局 部 标 巢 场 改 变 时 按 (1. 29) 式 变换 ,所 
以 JECX ,Y) 是 线性 空间 x-'(p) 上 的 (1,1) 型 张 晤 . 因此 ,(1. 30) 式 
所 定义 的 R(X,Y) 是 与 局 部 标 架 选取 无 关 的 、 从 xr-!1(p) 到 自身 的 
线性 变换 . 

如 果 六 ,了 Y 是 光滑 清 形 对 上 的 两 个 光滑 切 矢 量 场 , 则 RCX， 
站) 是 TE) 上 的 线性 算 子 , 它 的 定义 是 ; 对 任意 的 ET(E), 及 pp 
EM, 

(RCX,Y)S) Cp) 一 ROX,,Y,)s,. 《1. 31) 
显然 , 算 子 R(X,Y) 有 以 下 性 质 ，; 

(1) R(X,Y)— — ROY,X); 

(2) ROFX,Y)= A:R(X,Y)) 

(3) R(X YI) = fA: (R(X,Y)s), 

其 中 多 ,YETCTCOMD)D) FEC (CM),sE T(E), 我 们 把 R(X,Y) 称 
为 联络 D 的 曲率 算 子 . 
定理 1.3 设 和 了 是 流 形 M 上 任意 两 个 光滑 切 先 量 场 , 则 
R(X,Y) = DxDy 一 DyDyx 一 Drx.r. (1.32) 

证 明 因为 绝对 微 商 是 局 部 算 子 ,而 曲率 算 子 也 是 局 部 算 子 ， 

所 以 我 们 只 要 考虑 人 1. 32) 式 两 边 分 别 在 局 部 截面 上 的 作用 就 行 
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了 . 设 截 面 5E 了 (BE) 的 局 部 弄 示 是 
3 一 Sis,, 


1 
则 
如 全 
Dxs — S| XX + YAR, s., (1. 33) 
全 1 


a=] 


9 9 
DyDxs— Yl|YCXX) 十 CXW 


让 一 1 


9 
B=1 


守 
+ 六 (和 oa 
y=1 
因此 
DxDys -一 DyDxs 
= PD {X,Y + SX LX ,YD 
B=1 


过 1 
二 | de; — 3 A ws] XY)) Js 


= Deyrs tt 2 PNR ,YYS,, (1. 34) 
ri] 


即 
ROX ,YT)s = Dxpys — DyDxs 一 Dry 站 s， 
定理 1.4 曲率 方 阵 吃 适 合 Bianchi 恒等式 
di 一 呈 关 有 一 站 加 (1. 35) 
证 明 对 和 =dw 一 wAw 的 两 边 求 外 微分 得 到 
d=—— dewAw+wAh dw 
=— (+oAw) Avitwh (wh w) 
=— Aw+oh, 
如 果 矢 量 从 的 截面 ;满足 条 件 
Ds = 0,， (1, 36) 
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则 称 * 是 平行 截面 , 零 截面 是 显然 的 平行 截面 ,但 是 ,一 般 遍 来 , 提 
零 的 平行 截面 是 不 一 定 存 在 的 . 若 ; 用 局 部 标 架 场 9 表 成 ;一 


91 25, 则 方程 (1. 36) 等 价 于 


dD Nom0, laeg. (1. 37) 
p=1 
这 是 Pfaff 方程 组 . 若 命 
0* = dX > Vw, (1. 38) 
B=1 
则 
中 闻 
dg 一 > 0 A wt > XN. (1. 39) 


A=1 B=1 
由 此 可 见 , 如 果 联 络 D 的 曲率 方 阵 是 零 , 则 
dg° = 0 (mod(,... ,807)), 
即 方程 组 (1. 37) 是 完全 可 积 的 . 这 时 瓦 有 19 个 线性 无 关 的 平行 截 
面 , 同样 ,要 《1. 37) 有 非 零 解 ,需要 在 联络 上 加 一 定 的 茶 件 . 
定义 1.3 设 忆 是 MM 中 一 条 参数 曲线 ,站 是 CC 的 切 矢 城 场 ， 


若 矢 址 从 五 在 C 上 的 截面 * 满足 方程 
Daxs = 0， (1 ,40) 
则 称 * 沿 曲 线 C 是 平行 的 . 
在 MM 的 一 个 坐标 域 上 上 , 设 C 的 方程 是 
w= 1 i (1. 41》 
曲线 C 的 切 矢量 场 是 
Xx 一 站 他 台 . 


设 S 是 U 上 的 局 部 标 架 场 , 则 ;= > is 是 沿 曲线 C 的 平行 截面 ， 
当 且 仅 当 它 满足 方程 组 
出 让 dy’ ， 
(和 ,TD5)》 一 2 司 十 2 es, 一 0， 
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即 


从 十 STs, EA = 0, 1 包 a 扫 9 (1. 42) 
下 


由 于 (1. 42) 是 常 微分 方程 组 ,对 于 任意 给 定 的 初始 值 , 它 的 解 是 只 
一 存在 的 . 由 此 可 见 , 在 C 上 一 点 pp 任意 给 定 一 个 矢量 vwE 五,， 则 
它 在 CC 上 唯一 地 决定 一 个 沿 曲 线 C 平行 的 矢量 场 , 这 称 做 矢量 
沿 曲 线 C 的 平行 移动 . 显然 , 沿 曲 线 局 的 平行 移动 建立 了 矢量 从 
互 在 曲线 己 的 各 点 的 纤维 之 间 的 同 构 . 
无 量 欠 五 上 的 联络 D 在 对 偶 从 五" 上 诱导 出 一 个 联络 ( 仍 记 
作 D). 设 EPE)5s EE 了 ( 巨 ")， 其 配合 4 ) 是 M 上 的 光滑 函 
数 ,那么 五 "上 的 诱导 联络 也 由 下 式 确定 ， 
dis,s*} = {Ds,s") + (5s,Ds* }, (1. 43) 
其 中 右边 的 记号 < ，) 仍 是 对 于 玉 和 E"' 作 出 的 配合 , 
让 我 们 求 出 E* 上 的 诱导 联络 的 方 阵 . 设 xf1 妥 <g) 是 怠 的 
局 部 标 商场 ,五 "的 对 侦 局 部 标 架 场 是 "2,1<8<so, 即 
《jay5 "Fy 一 人 (1. 44) 
设 
Di = Pot Be (1. 45) 


刚 由 (1. 43) 式 得 到 
of 一 《Das 9) 
一 一 《so Da 2 =— wt, 


所 以 
Das 一 一 Ds (1. 46) 
若 E* 的 截面 ;* 在 局 部 上 表示 为 
oe Sze 


让 ma ] 


则 由 (1. 46) 式 得 到 
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Ds* = Dax, — BE- . (1. 47) 


设 在 矢量 从 El 和 E, 上 分 别 给 定 了 联络 D( 记 成 同一 个 记 
写 ), 设 ET(E1) ,sz ETCE2); 则 si 的 ss 和 50695 分别 是 矢量 从 五， 
中 E;: 和 E1 的 E; 的 截面 . 命 
Ds 中 = Dr 中 ys， (1. 48) 
DG 69 52) = Dal 0 532 + i 0 Dss, (1. 49) 
则 它们 分 别 在 天 量 从 五 :中 E 和 天 CE。 上 确定 了 一 个 联络 , 称 为 
在 天 :中 E 和 E10C9E: 上 的 请 导 联 络 . 


8$2 仿 射 联络 


切 从 了 TT(M) 是 mm 维 光滑 流 形 M 的 微分 结构 本 身 所 决定 的 mm 
维和 天 其 从 . 切 从 了 TCM) 上 的 联络 叫做 流 形 M 上 的 仿 射 联络 . 根据 
$ 1 关于 天 量 从 上 联络 的 一 般 讨 论 , 流 形 M 上 的 仿 射 联络 必然 是 
存在 的 . 给 定 一 个 仿 射 联络 的 访 形 称 为 仿 射 联络 空间 ， 

假定 凡是 六 维 仿 射 联络 空间 ,了 是 给 定 的 仿 射 联络 . 本 节 采 
用 和 式 约 证 ,所 有 的 指标 取 1 到 六 的 整数 值 . 

任 取 MM 的 一 个 坐标 系 (Z7se7, 则 自然 基底 


= 总， 1<i<m| 


构成 切 欠 了 CM) 在 U 上 的 局 部 标 架 场 . 因此 可 设 
Ds; = w! 0 s; = Thdu' (9 s,, (2. 1) 
其 中 区 是 U 上 的 光滑 函数 , 称 为 联络 D 在 局 部 坐标 系 x 下 的 系 
数 . 
现在 来 看 局 部 坐标 变换 对 于 联络 系数 的 影响 , 设 (W sw ) 是 
M 的 另 一 个 坐标 系 . 命 $==39;, 则 在 UNW 关 时 有 
S' = J * 3, (2. 2) 
其 中 
lll 


Te ilieeereergeguguguaiierreeeeeeeeeeeeeem mm 一 一 


dw! Or 
fw 一 : : 

Qu Ou™ 

Ow” dw” 


是 局 部 坐标 变换 的 Jacobi 类 阵 ,S==" (si ,…* sm) 
由 1 的 .127 式 得 到 


a 一 和 gr 十 (2. 3) 
即 
jd Bi Bo ， 
机 EE Bar | rw' Bur 9? (2. 4) 
其 中 ow 一 Pidrwt. 因此 联络 系数 必 的 坐标 变换 公式 是 
; Ore! Gu? Our Bu? Bw 
Ds = Th Be Beer Der Do Ber (2.5) 


上 式 说 明 Pu 不 是 M 上 的 张 量 场 ,所 以 联络 系数 在 一 点 为 零 
并 人 不 具有 不 变性 .换言之 ,有 可 能 存在 使 联络 系数 在 一 点 为 零 的 坐 
标 系 ( 参 阅 定 理 2. 1) ,这 对 于 奉 涉 联络 的 计算 是 非常 有 用 的 . 

在 流 形 M 上 引进 仿 射 联络 的 目的 是 为 了 对 张 量 场 求 微分 . 下 
面 我 们 定义 张 基 场 绝对 微分 的 概念 . 设 无 是 JM 上 的 光滑 矢量 场 ， 
它 用 局 部 坐标 表示 是 


Xz (2.6) 
根据 定义 ,我 们 有 
DX = (dxr’ 十 riw) @ 一 也， dw ® i, 《2.7) 
其 中 记 
; Or ki 
Tu Bt Dh,. (2. 8) 


DX 是 和 天 量 从 了 “(CM) 的 TOM) 的 截面 , 即 它 是 流 形 MM 上 的 01,1) 
型 张 世 场 . 我 们 称 DX 为 六 的 绝对 微分 . (2.8) 式 正 是 经 典 意义 下 
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反 变 矢量 场 关于 巡 求 绝对 微 商 的 公式 ， 
我 们 知道 , 余 切 从 是 切 从 的 对 侦 从 ,而 张 世 从 77 是 切 从 和 余 
切 从 的 张 基 积 
T= TOD HTD DT AD HB. TM 
"个 中 
(2. 9) 
因此 根据 $1 的 (1.43) 和 (1, 49) 两 式 ,MM 的 仿 射 联络 D 在 余 切 从 
7" (MM) 和 张 量 从 T'， 上 分 别 诱导 出 联络 . 
在 局 部 坐标 系 z 下 , 余 切 从 的 局 部 标 架 场 是 


si dW， 1 (2. 10) 
它 与 (5 一 部 ，1<i<m] 是 对 侦 的 ,根据 $1 的 (1.46) 式 得 
Ds =— ws =— Tidu 的 du. (2. 11) 
若 M 上 的 余 切 矢量 场 a 在 局 部 上 表示 为 一 wd ,出 
Da= (da 一 ow) du = a dw dw, (2.12) 
其 中 
Qi,, = 2 一 oa. (2. 13) 


De 是 (0,2) 型 张 量 场 , 称 为 余 切 矢量 场 x 的 绝对 微分 . 
一 般 地 ,如果 上 是 (r,?) 型 张 量 场 , 则 : 在 诱导 联络 了 的 作用 下 
得 到 (r,* 十 1 型 张 量 场 Di, 称 为 张 量 场 : 的 绝对 微分 , 我 们 以 > 一 
2,s 一 1 为 例 求 绝对 微分 的 分 量 表达 式 . 
设 上 是 (2,1) 型 张 量 场 , 在 局 部 坐标 之 下 它 的 表 式 是 


1 一 ie 因 基 因 汪 . (2, 14) 
由 和 1 的 (1.49) 式 得 到 


ri 已 | 
Di 一 dy @ de WB i Oi 
' Ee ; a 
+ HD @ Bs OB + dat BD| wj@ 
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DO 如 
iaw 回 东 因 吕 | 芒 | 


， 日 品 
一 《人 — te 十 下 wy + i) OB du B Fi OB 3 


- du @ du @ 2 @ (2. 15) 
其 中 
ii Div 1 1 得 天 ， 
站 (2, 16) 
数 其 场 的 绝对 微分 规定 为 它 的 普通 微分 . 


定义 2.1 设 C; ww 一 w(t) 是 流 形 M 上 一 条 参数 曲线 ,XY() 
是 定义 在 C 上 的 切 矢 量 场 , 表 成 


XQ) = zo) (9,17) 


我 们 称 X(2) 沿 曲线 忆 是 平行 的 ,如 果 它 沿 曲 钱 C 的 绝对 微分 为 
零 ,如 


d= 0. (2, 18) 


者 曲线 C 的 切 矢 量 沿 C 自身 是 平行 的 , 则 称 C 是 自 平行 曲 
线 , 或 称 C 是 测 地 线 . 

方程 (2. 18) 等 价 于 

实 二 DT 坚 0. (2. 19) 

这 是 一 阶 线 性 常 微分 方程 组 ,因此 在 曲线 C 上 任意 一 点 给 定 一 个 
切 天 量 总 , 则 它 在 C 上 产生 一 个 平行 的 切 矢 量 场 , 这 个 切 撩 量 场 
称 为 X 沿 曲线 C 的 平行 移动 . 由 $1 的 一 般 讨 论 可 知 , 洛 曲 线 忆 
的 平行 移动 在 流 形 M 洛 C 上 各 点 的 切 空间 之 间 建 立 了 同 构 ， 

如 果 C 是 测 地 线 , 则 的 切 锋 量 
du 3 
dt Doc cr, 
沿 曲 线 C 是 平行 的 ,所 以 测 地 线 C 应 满足 方程 
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区 人) = 


diw' , du’ da 


Td —o (2. 20) 
这 蚌 二 阶 常 微分 方程 组 ,所 以 过 流 形 M 上 任意 一 点 恰 有 一 条 测 地 
线 在 该 点 与 任意 给 定 的 已 知 切 矢量 相 切 . 
下 面 我 们 讨论 仿 射 联络 的 曲率 方 阵 Q, 因为 
w! 一 Tdut, {2. 21) 
所 以 
dw/— ww A w= du A du: — THT hdu A du 
= (3 SE + Pr, — ToT | de A de, 
故 
= F Rd A dut, (2. 22) 
其 中 
ami Br ， ， 
Ru Bre Be tt Ta ~ Tal. (2. 23) 
看 (Wiu 站 是 对 的 另 一 个 坐标 系 , 则 在 多 上 有 局 部 标 架 场 
Sa 
De 和 ? Drm 时 
在 UNMNw 上 和 S' 有 关系 式 (2.2). 根 据 $1 的 (1.29) 式 ,我 们 有 
0 = J De Ts (2. 24) 


其 中 好 是 联络 D 在 坐标 系 (HWryeo) 下 的 曲率 矩阵 . 用 分 量 表示 则 
是 


ti Dur ror 
OO wi Bu 
因此 
, De Gu? du” Be 
Ri = 及 和 3 {2. 25) 
其 中 R' 坟 由 
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di i 1 


加 六 一 方 R' dw A dw 


所 确定 . 将 (2. 251 式 与 第 二 章 $2 的 (2. 29) 式 相对 照 ,可 知 只 六 六 
从 (1:,3) 型 张 盘 的 分 基 变 换 规 律 . 轩 此 


R= Ridu' 罗 过 du 0 du (2. 26) 


不 依 丈 于 局 部 坐标 的 选取 , 称 为 仿 射 联络 D 的 曲率 张 量 . 

对 于 MM 上 任意 两 个 光滑 的 切 和 失 量 场 半 ,了 ,我 们 有 曲率 等 子 
RCEX,Y)《( 见 针 的 (1.30) 式 ), 它 把 太 上 的 切 和 失 量 场 映 为 切 舌 基 
场 , 根据 定理 1. 3, 算 子 RCX,Y) 可 表 成 

ROCX,Y) = DxDr — DyDx — Diy yp. (2. 27) 
现在 可 以 把 RCX,Y}) 用 曲率 张 量 表示 出 来 . 设 切 矢 其 场 X,Y,2Z 的 
局 部 表示 是 


-一 于 一 站 一 T 9 
XX Y=-Y3i 2~ 7 EE, (2, 28) 
友 e 
ROX,YYZ = ZHY CK ,7) 2 一 AR 《2. 29) 
由 此 可 见 
D 318 
R = (a[ 坟 ,总 | dx 小 (2. 30) 
我 们 知道 联络 系数 臣 不 适合 张 量 的 变换 规律 . 位 是 ,如 果 记 
Ti 二 Ti— 1, (2, 31) 
- 则 由 C2. 5) 式 得 到 
中 
TT = 到 2 2 Se (2. 32) 
所 以 了 2%x 适 合 (1,2) 型 张 量 的 分 量变 换 规 律 , 即 
T= Ts 2 de 80 dut (2. 33) 


是 (1,2) 型 张 草场 , 称 为 仿 射 联络 DD 的 樟 率 张 量 . 由 (2. 31) 式 可 
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知 , 挠 率 张 基 的 分 址 关于 下 指标 是 反对 称 的 . 即 
一 一 (2. 34) 
工作 为 (1 ,2) 型 张 量 场 ,可 以 看 作 从 TCTCMD) xT(T UM)) 到 
CTCM)) 的 映射 ; 设 , 了 了 是 由 上 任意 两 个 切 笑 工场 ,那么 
T( 了 X,Y) 是 必 上 的 切 矢 基 场 ,其 局 部 表示 是 


TOXY) = TH XY ， (2. 35) 
请 读者 证 明 
T(XY) = DxY — DyX — [X,Y|. (2. 36) 
定 闵 2.2 车 仿 射 联络 DD 的 乒 率 张 量 是 零 , 则 称 该 联络 是 无 
挠 的 . 


无 措 仿 射 联络 总 是 存在 的 , 实际 上 , 苦 设 联络 D 的 系数 是 

让; 则 命 
人 -~ 方 (DD + Ti). (2. 37) 

显然 总 关于 下 指标 是 对 称 的 ,并 且 在 局 部 坐标 变换 时 仍 适 合 
(2. 5) 式 , 所 以 4 是 某 个 联络 五 的 系数 , 且 节 是 无 挠 的 ， 

任意 一 个 联络 都 可 以 分 解 成 它 的 挠 率 张 最 的 倍数 与 一 个 无 挠 
联络 的 和 , 事实 上 ,由 (2.31) 和 (2. 37) 两 式 得 到 
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了 一 一 可 7 十 天 和 (2. 38) 
即 
DxZ = FT(X,2) + Bz. (2. 39) 
测 地 线 方 程 (2, 20) 等 价 于 
di du du 
+ 0, (2. 40) 


所 以 联络 D 和 对 应 的 无 挠 联络 D 有 相同 的 调 地 线 . 
下 面 两 个 定理 说 明 ,无 挠 的 仿 射 联络 有 较 好 的 性 质 . 
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定理 2.1 设 DD 是 流 形 MM 上 的 无 挠 仿 射 联络 , 则 在 流 形 条 
的 任意 一 点 p 存在 局 部 坐标 系 wi', 使 得 相应 的 联络 系数 六 在 该 点 
是 零 . 

证 明 设 (W zw) 是 点 户 的 局 部 坐标 系 ,联络 系数 是 3. 命 


www + FIAP Cw — wi(p)) wt ~ wtp)), (2. 41) 


则 
2 j? | 一 itp), 《2. 42) 
因此 矩阵 | S| 在 点 六 附近 是 非 退化 的 ,(2, 41) 式 在 点 p 的 一 个 


邻 域内 给 出 局 部 坐标 变换 . 由 (2. 5) 式 得 到 ,在 新 坐标 系 wi 下 联络 
系数 让: 近 合 
itp =0, lj 
定理 2.2 设 D 是 必 上 的 无 乒 仿 射 联络 , 则 有 Bianchi 恒 等 


式 

Ri + Ri + Rh — 0， (2. 43) 

证 明 由 定理 1. 4 得 到 

di =o A A 

即 
du A dut A du 
一 《了 富民 ou 一 TR du: A dut A du', 

所 以 


Ri du A dut A du 
— CTaRis 十 TER du A dt A du’ 
= 0, 
最 后 一 个 等 号 用 到 联络 的 无 挠 性 . 因此 
(玉生 Rina + Ri du A dut Ad 一 0 (2.44) 
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现在 , (2. 44) 式 的 系数 关于 此 ,ish 是 反对 称 的 ,所 以 
Rigs 十 Ri + Rts = 0, 
从 (2.27) 式 可 知 对 切 矢 量 场 求 两 次 绝对 微 商 时 ,交换 微 商 的 
次 序 所 产生 的 差异 是 天 曲率 张 量 来 量度 的 . 关于 张 量 场 也 有 类 似 


的 结果 . 
首先 设 是 MM 上 的 数量 场 , 则 
_ 9f _of na 
A -一 站 fy 一 De' De’ Dif 
所 以 
fA 一 了 一 了 六. (2.45 
蔡 外 是 族 土 的 切 和 撩 量 场 ,局 部 表 式 是 
:9 
下 二 六 Bt? 
则 
于 一 2 十 XID,,, 
Xm Se 十 已 有 一 XD, 
所 以 


Npq XX,, 一 一 XR 十 XT ， (2. 46) 
同 理 可 得 ,对 于 (2,1) 型 张 量 场 :有 
tm tap = Ri — HR + Ri + tT . (2.47) 


值得 注意 的 是 ,微分 换 位 公式 由 曲率 张 量 和 挠 率 张 量 完全 确定 ， 


$ 3 标 染 从 上 的 联络 
微分 流 形 土 的 标 架 从 是 和 切 从 密切 相关 的 . 
设 M 是 mm 维 微分 流 形 . 所 请 一 个 标 架 是 指 这 样 一 个 组 合 (p，; 
elr "sem) ;其 中 » 是 MM 圭一 点 sl 是 流 形 M 在 点 疡 的 mm 个 
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线性 无 关 的 切 矢 量 , 流 形 M4 上 全 体 标 架 的 集合 记 作 P. 我 们 要 在 
P 中 引进 微分 结构 ,使 它 成 为 光 请 流 形 ,并且 使 自然 投影 
rpye1s" Em) 一 办 (3.1) 
是 从 PP 到 MM 上 的 光 清 映射 . (CP,MM ,zr) 称 为 M 上 的 标 架 从 . 
在 PP 中 引进 微分 结构 的 方法 与 张 二 从 的 做 法 是 类 似 的 , 设 
(Uw) 是 MM 的 任意 一 个 坐标 域 , 则 在 U 上 有 自然 标 架 场 


| | ;所 BU 上 欧 伍 意 一 个 标本 (psei sem) 可 以 表 成 


‘= Xi ,1SiCm, (3. 2) 
» 


其 中 (Xi) 是 非 退 化 的 rxm 阶 定 姓 , 因 此 它 是 GL (Cm;R) 中 的 一 
个 元 素 . 于 是 ,可 以 定义 鼎 射 go: UXGL Cm;R) 一 x 1(0) ,使 得 对 
任意 的 pEU 及 (Xi;)EGL(miR) 有 

pup, KR) = (piels'* ,en), (3.3) 
其 中 必 , 由 (3.2) 式 所 给 出 . 显然 gu 是 一 一 对 应 . 

现 取 A 导 的 坐标 可 盖 (U,W,2Z,…}), 对 其 中 每 一 个 成 员 由 
《3. 3》 所 定 疼 的 映射 分 别 记 为 po, gw;9z,…. 所 有 拓扑 积 x 
GL(Cm;R) 中 的 全 体 开 集 在 pu 下 的 像 的 集合 构成 的 一 个 拓扑 
基 ; 关 于 PP 的 这 种 拓扑 结构 ,映射 

Pr CU KX GOTLI RY x 1CU) 
是 同 胚 . 

通过 映射 mr (CD) 就 成 为 王 的 一 个 坐标 域 ,局 部 坐标 系 是 

Cw ,XH). 车 UMNnW 关 儿 , 则 流 形 M 在 UNnW 上 有 局 部 坐标 变换 


Ww 一 TEL ] 委 ! 入 (3,4) 
相应 的 自然 基底 有 如 下 关系 : 
9 am 3 
aa 人 


若 ( 疡 ;el en 是 UNWwW 上 的 一 个 标 架 ; 则 它 在 两 个 坐标 系 下 的 
坐标 Cw, 革 ) 和 (wi, 了 ) 适 合 关 系 
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,eb 一 pw ws ) ' (3.6) 
即 xw' 和 w' 由 {3.4) 式 关联 ,并 有 量 


3 3 
X; FA — YY’ 一 一 de’ 
或 
点 
Y= XS (3.7) 


因此 C3. 4) 与 563. 7) 两 式 合 起 来 正 是 流 形 P 上 的 坐标 变换 公式 . 显 
然 w' ,Yi 都 是 w 和 XX: 的 光 请 函数 , 故 P 的 坐标 域 x-!(L') 和 
fr WD) 是 C™- 相 容 的 ,于 是 忆 成 为 m 十 m? 维 光 滑 流 形 , 而 日 自然 
投影 r: P 一 JM 是 光 请 的 满 映射 . 

上 面 (3., 3) 式 说 明 映 射 gv; 给 出 了 流 形 P 的 局 部 飞 积 的 结构 ， 
即 x (C0) 可 微 同 胚 于 直 积 UXGL(m;R). 对 于 任意 的 pEU, 命 

Po pl) = PulpyR), KE GLmsR), {3.8) 

则 po,p:; GL(Cmi 吕 ) 一 bp) 是 同 胚 . 

若 避 站 W 关 名, 对 pEUMmW 映射 pz，。ge,y 是 GL (mm;R) 到 
自身 的 同 胚 . 由 (3, 7) 式 可 知 pwi，* Pu,s 恰 是 Jacobi 矩阵 Jimw 二 


| Sw | 在 群 GL (m;R) 上 的 右 平移 . 可 见 {Juw} 构 成 标 架 从 的 过 渡 


淖 数 族 , 因此 标 架 从 PP 是 与 流 形 M 的 切 从 TCM) 相 配 的 主 从 ,其 
和 党 得 群 者 是 GL (mi 有 多 参阅 参考 文献 [20]), 标 架 具 是 非 
矢量 从 的 纤维 从 . 
要 指出 的 是 ,结构 群 GL(m;R) 以 自然 的 方式 作用 在 标 架 从 
上 ,成 为 P 的 一 个 同 胚 变换 群 . 设 4a=(a) EGL (myR) ,因此 deta 
天 0. 元 球 a 在 P 上 的 作用 定义 为 
Llpselr yen) — (pre se), (3. 9) 


其 中 
2; 一 je. C3.10) 
显然 ,每 一 个 Ls 是 P 的 自 同 胚 ,而 且 保 持 辣 维 不 变 , 即 
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Ta 一 Ti: 卫 一 AI. 《3. 11) 
我 们 称 5 是 元 素 4aEGL(Cm;yR) 在 PP 上 产生 的 左 移动 .者 a,bE€ 
GL (m3R) , 则 (显然 有 
ob = LL,* L,. (3.12) 
假定 (CD 和 CW ;wD) 是 MM 的 两 个 坐标 系 , 流 形 P 上 相应 的 
坐标 系 是 CG,X 和 Crwi,Y). 分别 用 (和 和 (CY) 记 (Xi) 和 (7Y7) 
的 道 矩 阵 , 即 
XIXi’ = XX = VY’ = YI Y= 人 0, 
若 UNW 关 说 , 则 在 UNMwW 上 有 有 
dr = Dd, (3.13) 
由 (C3, 7) 式 则 得 
Bt 


一 BY (3, 14) 
所 以 
Xdu' = Ydvwr', 《3. 15) 
由 此 可 见 ,一 次 微分 式 
8’ = 大 ”da 《3. 16) 


与 P 的 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 因 此 8 是 PP 上 的 一 次 微分 式 ， 
Pfaff 方程 组 
0 =0， li 《3, 17》 
在 P 上 定义 了 mm 维 切 子 空间 场 V, 它 在 每 一 点 给 出 的 mi 维 切 子 
空间 叫做 纵 空间 . 从 53, 16) 式 得 到 


de = XO!, 
所 以 在 每 一 个 坐标 域 ~1(U》 上 ,方程 组 (3. 17) 等 价 于 
du' 二 0， 1 所 i (3,18) 
即 Pfaff 方程 组 (3. 17) 是 完全 可 积 的 . (3.17) 的 极 大 积分 流 形 是 
下 二 const， 1 二 扫 入 ， {3.19) 


即 (3. 17) 的 极 大 积分 流 形 就 是 了 的 纤维 x :Cp),pE MM. 所 以 纵 空 
122 


间 就 是 各 纤维 的 切 空间 . 

现 设 M 是 mm 维 仿 射 联络 空间 , 它 的 联络 是 D. 设 D 在 局 部 从 
标 系 (Uiw) 下 的 联络 方 阵 是 w 一 (of) , 则 矢量 场 6 一 Xt 二 ;的 绝对 
微分 是 

De = (d + Xiwt) 罗 2 
把 看 作 独 立 变量 ,出 
DX = dX, + Xl (3. 20) 

是 流 形 P 的 坐标 域 x-1(U) 上 的 一 次 微分 式 . 

我 们 的 目的 是 求 一 组 由 联络 D 决定 的 .定义 在 整个 流 形 PP 上 


的 一 次 微分 式 . 设 (W3;w) 是 MM 的 另 一 个 局 部 坐标 系 .车 站 W 关 
屹 ; 则 在 UN 站 W 上 有 


因此 从 3 2 的 (2.4) 式 得 到 


dY! + To 一 dX! 2 十 Xid| 2 | 


Br Bu Bot 
+ wl E93 Be + Be De | 
Ort 
= (dX! + Xiu) 2 3 (3. 21) 
或 者 写成 
DY = DX! 2 《3. 22 ) 
由 于 (3, 14) 式 , 则 得 
TID， 一 XDK!, (3. 23) 
所 以 一 次 微分 式 
有 = 和 一 Kri(dXt 十 Xa) 《3. 24) 


号 局 部 坐标 系 的 选取 是 无 关 的 ,因而 是 定义 在 流 形 P 上 的 一 次 微 
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分 式 . 
因为 (x' ,XX ) 是 流 形 了 的 局 部 坐标 系 , (dxi,dXX,) 是 P 在 一 点 
的 切 空间 的 坐标 ,因此 (zi,X:;du',dX) 是 的 切 从 的 局 部 坐标 
系 . 现在 ,0 和 8; 合 起 来 一 共 是 m 十 mr? 个 定义 在 PP 上 的 一 次 微分 
式 ,而 在 己 的 每 一 个 泽 标 域 x 17 上 ,它们 和 dw',dX!' 能 互相 线 
性 表示 ,所 以 8',9; 是 处 处 线性 无 关 的 , 芭 {8',87} 构 成 定义 在 整个 
P 上 的 余 标 架 场 ,其 对 侦 则 是 PP 上 大 范围 的 标 架 场 . 
一 般 说 来 ,在 流 形 M 上 不 存在 整体 的 标 架 场 . 由 于 M 上 的 仿 
射 联络 总 是 存在 的 ,所 以 在 标 架 从 P 上 总 是 存在 整体 的 标 架 场 , 
在 这 个 意义 上 说 , 流 形 已 显得 比 底 流 形 MY 要 简单 . 
在 局 部 坐标 系 (Lrie 7 下 ,从 (3.16),(3. 24) 两 式 得 到 
du' = X81, (3, 25) 
dd; 一 一 Kiwi 十 XID!, 《3. 26) 
外 微分 (3.25) 式 , 岁 得 
0 一 dX A 8 Xd 
— Xd0i — 0* A Oi) — KEXIT: OB! A 0+, 
所 以 
dO — 0* A 0i= XiXIXIT:O! A 0! 
一 了 XI A 0 《3.27) 
外 微分 (3. 26) 式 , 则 得 
0 一 一 4 A wi — Kidewi + dX; A 90: + Rida! 
=—— Xi + XIdB!: — 0! A 81), 
所 以 
d8: — 0; 人 及 一 大 KI 


1 | Ea 了 Ey9 
= TX XIXXIRO: A 0. (3.28) 


这 里 丁 % ,R$ 分别 是 2 的 (2. 31),(2. 23) 两 式 定 义 的 指 率 张 基 和 
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曲率 张 其 , 命 
Pi = XXRENIT,, 


(3. 29) 
Si 一 Xo 有 大玉 ov， 
则 53. 277vf3. 28) 丙 式 成 为 
d0i— 0: A 0:= P49 A 24， 
(3. 30) 


d0! — Ot A 01 = Siub: A 0 
显然 ,PS2% 与 局 部 坐标 的 选取 是 无 关 的 ,因此 (3. 30) 式 是 在 整个 
标 哥 从 已 上 成 立 的 , 称 为 联络 的 结构 方程 
对 于 自然 标 架 | 过 ;| , 则 有 
Xi = Xm!, 
所 以 (3. 30) 式 限制 在 自然 标 架 上 就 是 
一 da A 迪 一 Thdu A diee ， 


di— hw = Rdut A da 
这 叉 回 到 拨 率 张 量 和 曲率 张 量 诛 洲 的 定义 ， 


若 记 
8’— PO A 24 
(3. 31) 
6! 一 二 Sb Ab， 
则 绪 榴 方程 成 为 
di — pt: A di!= 人, 
ag -A 0. (3. 32) 
再 外 微分 一 次 , 则 得 
dB +O A 0h Gi= 0, 
[ie eg on (3. 33) 


方程 (3. 33) 称 为 Bianchi 恒等式 . 

我 们 知道 微分 式 8' 是 由 MM 的 流 形 结 构 决 定 的 . 结构 方程 
(3, 30) 的 重要 性 在 于 ; 它 给 出 了 使 mw? 个 微分 式 下 在 让 上 定义 
一 个 仿 射 联络 的 充分 条 件 ， 

定理 3.1 设 下 (Si,j 所 mm) 是 标 架 欠 P 上 的 mw 个 一 次 微分 
式 . 如 果 它 们 和 8 一 起 适合 结构 方程 

d6: — 01 A 0; = Pu0+ A 64， 
《3. 34}) 


doi— AGi= Sh A 
其 中 Pu ,5 是 某 些 定义 在 已 上 的 函数 , 则 在 M 上 存在 仿 射 联络 
D ,使 得 8! 和 联络 D 的 关系 如 (3,24) 式 所 示 ， 
证 明 取 PP 中 的 局 部 坐标 系 (x',:), 则 


8 = Xi'dut, (3. 35) 
其 中 (Xi) 是 (X') 的 逆 和 矩阵 , 所 以 
d8 一 de A du’ — (dXi'XI) A 0 —— KidXt A 9. 
代入 (3, 34) 的 第 一 式 得 
0’ A [0;+ zwPa0: — Xr'dXt| = 0. (3. 36) 


因为 9: 是 线性 无 关 的 ,根据 Cartan 引 理 ,8'; 一 Xi'dX* 是 9' 的 线 
性 组 合 ;不 妨 设 


KO! 一 dX! = wtX), (3. 37) 
其 中 ww 是 8' 的 线性 组 合 ,因而 是 dw' 的 线性 组 合 . 令 
ef 一 也; daa’, (3. 38) 


这 里 Pi; 是 P 上 的 函数 .车 能 证 明了 只 是 w' 的 函数 ,而 与 坐标 六 1 
无 关 , 则 让; 是 某 联络 在 局 部 坐标 系 wi 下 的 系数 ,定理 使得 证 . 
外 微分 (3, 37) 式 得 划 
dX; A 0! + Xid8! = dot » Xi ~— wt A dK,, 
利用 (3. 34) 式 ,上 式 便 化 简 为 
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Xi(dut — wi A et) = Xe,0 A 0G. 


因为 右边 只 会 有 微分 du 而 wsAwt 也 只 含 微分 de, 所 以 do 只 会 
有 微分 dw'. 由 53. 38) 式 得 


上 


jak ar: 
dar = >di A dw’ + — dX A dr, 
人 之 A 于 [4 人 > 3x 1 Ee 


. 


所 以 
ar 
的 
设 (W ;wn 是 对 的 另 一 坐标 域 , 则 (oo , 吕 ) 是 已 在 xD) 上 
的 局 部 坐标 系 . 车 悟 门 W 关 名 ; 则 在 UW 上 有 
9! = XridX*t + Kiwt¥! = Yridy! 十 了， 
其 中 /一 Pidwi, 而 "只是 wi’ 的 函数 ,将 (3. 7) 式 代入 上 式 得 
到 


= 0. (3. 39) 


oad) + 2 es 
Bw'l Bu dw’ Our ? 
由 此 可 见 , (ww) 确实 在 M 上 定义 了 仿 射 联络 D, 使 得 (办 ) 是 D 在 
坐标 系 (U pw) 下 的 联络 方 阵 . 
前 面 已 经 说 过 ,Pfaff 方程 组 
好 一 人 1 入 过 入 
在 已 上 和 定义 了 纵 空 间 场 了. 我们 把 Pfaff 方程 组 
六 一 0，1 扫 1 二 于 (3. 41) 
在 每 一 点 z 筷 己 所 确定 的 mm 维 切 子 空间 妃 Cz) 称 为 横 空 间 ; 方程 
组 (3. 41) 确 定 的 mm 维 分 布 称 为 横 空 间 场 五 . 显然 , 仿 射 联 络 D 在 
标 架 从 PP 上 决定 的 模 空 间 场 豆 有 如 下 的 性 质 ， 
(1) 在 任意 一 点 zxE€ 了 PP, 切 空间 了 ,CP) 有 直 和 介 解 
T:CP) = V(r) DB Hr), 《3. 42) 
是 榴 空 间 如 (x) 在 投影 x 下 与 流 形 MM 的 切 空 间隔 CM) (Cp 一 x{x)) 
是 同 构 的 ; 


.3. 40) 
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《2) 模 空 间 场 过 在 P 的 左 移动 L(aEGL(m;RR)) 下 是 不 变 

的 ; 即 对 于 任意 一 点 EP 有 
(LY)eHC) = HL Cr)). (3. 43) 

因为 空间 Y(z) 和 五 (z) 的 维 数 之 和 恰 是 了 .7 的 维 数 到 ;十 
my 所 以 要 (3, 42) 直 成立 ,只 融 证 明 T 下 (zy 门 瑟 (Cr) 一 0. 设 成 EE 
V(x) 门 晶 (x), 根据 纵 空 间 和 模 空 间 的 定义 得 到 

0X) = 0, OX) =0,， lj 

因为 42 ,98} 构 成 PP 土 的 余 标 架 场 ,所 以 芝 =0, 这 就 证 明了 (3. 42) 
式 . 因为 +: PM 是 光滑 的 满 映射 , 故 x ,: T.(P)->T, (CM) (pp 一 
T(r)) 是 满 同 态 , 又 因为 x, V(r)=0, 所 以 x,: Hr) 一 T,CM) 
是 同 构 ,这 就 证 明了 性 质 (1)， 

要 证 阴性 质 人 23, 只 需 把 左 移 动 IL 用 标 架 从 的 局 部 坐标 系 表 
示 出 来 . 设 U 是 M 的 一 个 坐标 域 ,局 部 坐标 是 刀 , 则 标 架 从 己 在 
坐标 域 x"'(U) 上 的 局 部 坐标 是 (w',X')( 见 (3. 3) 式 ). 设 标 架 (zi 
ci) 是 (aie) 在 工 .下 的 像 ,其 中 ef 是 由 (3.10) 式 给 出 的 . 设 


则 显然 有 
一 (3. 44) 


其 中 (X; 表示 矩阵 (和 六 的 道 和 矩阵 ,( 妈 ) 是 (af) 的 逆 矩 阵 . 因此 
KX" DX 一 af (XL DY), 


下 

(La) 一 atbit, (3, 45) 
而 横 空间 厂 是 01sijso) 的 零 化 子 空间 ,所 以 (3. 45) 式 表明 
模 空 间 场 矿 在 左 移动 ,下 是 不 变 的 . 


反 过 来 ,如 果 在 标 架 从 P 上 给 定 了 具有 土 述 两 个 性 质 的 m 维 
切 子 空间 场 五 , 则 在 M 上 存在 仿 射 联络 中 ,使 得 记 是 标 架 从 PP 上 
关于 联络 D 的 模 空 间 场 (参见 参考 文献 [14]), 所 以 ,从 标 架 从 上 
看 , 仿 射 联络 等 价 于 具有 上 述 性 质 的 m 维 切 子 空间 场 . 
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第 五 章 黎 曼 流 形 


$1 歼 曼 几何 的 基本 定理 


设 M 是 mr 维 光 滑 流 形 ,G 是 MM 上 对 称 的 二 阶 协 变 张 量 场 . 若 
(Ce 是 1 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 张 量 场 如 在 避 上 可 以 表 为 
他 一 gi du' 0 dz， (1.1》 
其 中 j= 二 gy 是 UU 上 的 光滑 涌 数 .GG 在 每 一 点 pEM 给 出 了 
TA(M) 上 的 二 和 恒 线 性 消 数 . 设 


.9 yo 
i Y= 
可 命 
GIOXYT) = giX'Y, (].2) 


我 们 称 张 其 G 在 点 p 是 非 退 化 的 ,如 果 有 一 个 矢量 XE 
TT,CM) ,使 得 
G{X,Y) = 0 
对 所 有 的 YET,(M) 都 成 立 , 则 必须 肛 一 0. 这 就 是 说 .G 在 是 
非 退 化 的 , 当 且 仅 当 线性 方程 组 
gitpIX' =0, 1 护 j 扣 mn 
只 有 和 零 解 ,即行 列 式 det (gC(p)) 才 0. 
如 果 对 任意 的 下 ET,(CM) 都 有 
GK,X) 0, C1. 3) 
且 等 号 只 在 和 一 0 时 成 立 , 则 称 张 量 G 在 点 p 荐 正定 的 , 由 线性 民 
数 可 知 ,G 是 正定 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 (g,) 是 正定 的 ;因此 正定 
的 张 盘 GG 必 是 非 退 化 的 . 
定义 1.1 若 在 xm 维 光滑 流 形 MM 上 给 定 一 个 光 清 的 处 外 非 
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退化 的 对 称 二 阶 协 变 张 量 场 C, 则 称 戏 是 广义 黎 曙 流 形 ,G 称 为 
广义 歼 曼 流 形 M 的 基本 张 量 或 度量 张 量 . 

若 避 是 正定 的 , 则 称 M 是 黎 曼 流 形 . 

对 于 广义 黎 曼 流 形 村 , (1. 2) 式 在 每 一 点 p 的 切 空 间 T, CMD) 
内 给 出 了 内 积 , 即 对 于 葬 ,YET,AMD) ,会 


XY =OGX,Y) = g(tp)XY. (1. 4) 
在 避 是 正定 的 情形 下 , 切 矢 量 的 长 度 ,. 在 同一 点 的 两 个 切 矢 量 的 
严 角 都 是 有 意义 的 , 即 
| 有 | = pg, KN, (].5》 
人 
cos /A (KX,Y) 一 信和 这 | 《1. 6》 


所 以 黎 曼 流 形 就 是 在 每 一 点 的 切 空 间 上 指定 了 正定 内 积 的 微分 流 
形 , 并 且 要 求 内 积 是 光滑 的 , 即 : 如 果 瑟 ,了 是 光滑 的 切 矢量 场 , 则 
匀 ，Y 是 M 上 的 光 清 沙 数 . 
二 次 微分 式 

ds? = pg,, du'da (1.7) 
与 局 部 坐标 系 w 的 选取 是 无 关 的 ,通常 称 为 度量 形式 ,或 禾 曼 度 
量 . ds 恰 是 无 穿 小 切 矢量 的 长 度 , 称 为 弧 长 元 素 . 设 忆 ; 证 一 和 (人 ， 
ts<sstssf 是 M 上 一 条 连续 的 分 段 光滑 的 参数 曲线 , 则 C 的 弧 长 定 


愉 为 
np fe 
:=| gu Pe Edi, (1.8) 


定理 1.1 在 m 维 光滑 流 形 MM 上 必 有 歼 上 党 度量. 
证 明 取 的 局 部 有 限 的 坐标 莉 盖 {C06;wi)), 设 {1h} 是 从 
属 的 单位 分 解 ,使 得 支 集 supp ,CU . 命 


ds:z 一 六，(da 2， (1. 9) 
Imml] 
ds: 一 Dh dsi, (1. 10) 
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其 中 ，dss 定义 为 
; hlp)dsi, 产后 局， 

(ho ds:) Cp) 一 0, sp EU (1. 11) 
它们 是 M 上 的 光滑 的 二 次 微分 式 . 因为 在 每 一 点 PE M, (1. 10) 
式 石 端 只 是 有 限 项 的 和 ,所 以 该 式 是 有 意义 的 . 实际 上 ,车 取 记 的 
一 个 坐标 域 (U0 yw) ,使 得 U 是 紧 致 的 . 由 于 {U0} 的 局 部 有 限 性 ,所 
以 U 只 与 其 中 有 限 儿 个 成 员 Pr。 ,… :77 相交 ,六 此 (1, 10) 式 限制 
在 U 上 成 为 

ds” 一 Sh * ds = So du'dau’, 


其 中 


£1; 一 Dh 3 3 。 (1.12) 

因为 0 委 pesl, 2》 ho 一 1, 种 有 某 一 指标 8, 使 ha(p)>>0, 于 是 

ds (Cp) DS ha « ds?, 
由 此 可 见 ,ds: 在 M 上 处 处 是 正定 的 . 

注 记 在 流 形 上 黎 景 度量 的 存在 性 并 非 平凡 的 结果 . 例如 ,MM 
上 不 一 定 存 在 非 正定 的 黎 曙 度量 (但 这 一 点 较 难 证 明 ), 从 纤维 从 
观点 看 ,在 M 上 存在 黎 螺 度 基 ,说 明 1 上 对 称 的 二 阶 协 变 张 重 丛 
必 有 正定 的 光滑 截面 . 然而 ,对 于 任意 的 矢量 从 ,处 外 不 为 零 的 光 
滑 截面 却 不 一 定 存在 . 

下 而 假定 M 是 广义 黎 曼 流 形 . 在 局 部 坐标 系 改 变 时 ,基本 张 
量 C 的 分 量变 换 公式 是 


r .Out Ou 
Bi 一 Bw Ey EE 
因为 矩阵 (gi) 是 非 退 化 的 ,我 们 把 它 的 北 和 矩阵 的 元 素 记 作 g*, 即 
BB = ERE = 8’. C1. 13) 


那么 ,容易 证 明 gz 的 坐标 变换 公式 是 
13] 


gS 二 g" 2 7, (1. 14) 
半 此 (g 丫 是 对 称 的 二 蕉 反 变 张 量 ( 请 读者 自 证 ). 
借助 于 匡 本 张 量 , 可 以 把 切 空 间 和 余 切 空间 等 同 起 来 ,因而 反 
恋 矢 量 和 协 变 矢量 可 以 看 作 同 一 个 矢 呈 的 不 同 表 现形 式 . 实际 上 ， 
若 久 ET',CM), 命 
ax(Y) = G(X,Y), Y € TT,(M), (1. 15) 
则 ax 是 了 (Cat) 上 的 线性 函数 , 即 ax€E 人 了 i (2M). 反 过 来 ,因为 如 是 
非 退 化 的 ,所 以 (1) 中 任意 一 个 元 素 都 可 表 成 ax 的 形式 . 这 
样 , 对 应 X 王 ax 在 TCM) 和 和 了; (M) 之 同 建立 了 同 构 . 用 分 是 表 
示 , 车 


X= Xi., ay 一 Xda, 


Or 
出 从 51.15? 式 得 到 
Ki 一 gi Ri, XK’ = gpg"X.. (1. 16) 
此 外 ,可 以 直接 验证 ,如 果 (X')》 是 友 计 矢量 , 则 由 .16) 式 定义 的 
CX;) 订 从 协 变 矢量 的 变换 规律 . 
一 般 地 ,车 C3) 是 (1,2) 型 张 世 , 则 
Ep = gat pr f= gH (1.17) 
分 别 是 (0,3) 型 张 呈 和 (2,1) 型 张大 .如 (1.17}) 式 给 出 的 运算 通常 
称 为 张 基 指 标的 干 降 或 上 天， 
定 兴 1.2 设 (CM,G) 是 关 维 广义 柳 曼 流 形 ,D 是 鸡 上 的 仿 射 
联络 . 如 果 
DG = 0, (1. 18) 
则 称 马 是 广义 黎 曼 流 形 CGMY,G) 的 容许 联络 . 
条 件 (1. 18) 的 意思 是 基本 张 量 6 关于 容许 联络 是 平行 的 . 若 
记 联 络 D 在 局 部 坐标 * 干 的 联络 矩阵 是 w= Cw) , 则 
Per 一 《ds5 一 Wi gi 一 eB) 的 du 的 dz 
所 以 人 1. 18) 式 等 价 于 
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dgi; 一 wg 十 wgie, (1. 19) 


或 用 和 矩阵 记 成 
d=w*GTG "ww, (1. 20) 
其 中 C 表示 矩阵 
B11 “加 lm 
和 一 | : : |， 【1. 21) 
| Emm 
并 且 
由 
w= 二 |: : (1. 22) 
om wm 


容许 联络 的 几何 意义 是 平行 移动 保持 度量 性 质 不 变 ; 尤 其 是 
在 获 曼 流 形 上 , 切 矢 时 的 长 度 和 夹 角 在 平行 移动 时 是 不 变 的 . 实际 
土 ,如 果 祷 (2), 了 (2) 是 沿 曲 线 C: w= 二 wi (1) (1 寺 ?7 夺 mm) 关于 容许 联 


络 的 平行 和 拓 二 场 , 则 
dX' 4 de 
Ei (1. 23) 
dy pi de 
de tiaY’ gr = 0 
所 以 
d ry dai yr dX ;: dF 
di Bu Y= dr 7 + go de 十 gij 革 dz 
dg 上 i 
和 一 全 了 7. 
{1. 24) 


由 于 (C1.19) 式 ,上 式 末 端 为 零 , 所 以 沿 曲 线 C 有 
有 了 7 = const, 《1. 25) 
定理 1 2( 效 本 几 生 的 基本 定理 ) 设 寻 是 请 维 广义 黎 曼 济 
形 , 则 在 内 上 存在 玲 一 的 无 找 容 许 联 络 . 该 联络 称 为 广义 歼 野 流 
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形 邮 的 Christeftftel-Levi-Civita 联络 ,或 黎明 联络 . 


证 明 设 DD 是 MM 上 的 无 找 容 许 联 络 ,把 DD 在 局 部 坐标 w 下 


的 联络 矩阵 记 为 w 二 Cen), 其 中 


oe 一 < Tdu!, C1]. 
出 它们 适合 条 件 
dgi; = cr gh 十 ci Bk, (1. 
r=, (1. 
亿 
Ti 一 ay Gu 一 EB, (1. 
则 由 《1.27)， (1, 28) 两 式 得 到 
Bg, 
= Ta 十 Ti (1 . 
Ti = Ti ， tl. 
轮换 (1. 30) 的 指标 , 则 得 
dg 
Ei cl]. 
dg 
Ee 一 Dn 十 了 “1 . 
计算 〈1.32) 十 (1,33) 一 (1. 30), 并 利用 (1. 31) 式 , 则 得 
1 Og: 9 I | Ey 
一 了 + 癌 一 8)， 0 
i 1 uldg | Og | 
了 28 | Br 十 FT A | (1 


由 此 可 见 , 无 抄 容 许 联 络 是 由 上 度 其 张 量 唯 一 确定 的 . 


26) 


27) 
28) 


20) 


30) 


31) 


32) 


33) 


. 34) 


. 35) 


有 友 过 米 ,由 (1. 35) 式 定义 的 :在 局 部 坐标 变换 时 确实 适合 
联络 系数 的 变换 公式 (第 四 章 $2 的 (2.5) 式 ), 因 此 它们 在 流 形 对 
上 定义 了 一 个 仿 射 联络 D, 通过 计算 得 到 ,由 (1. 35) 式 定义 的 了 : 


满足 方程 (1.30) 和 (1. 31) ,所 以 了 是 好 工 的 无 挠 容许 联络 . 


Christoffel-Levi-Civita 联络 的 存在 唯一 性 是 黎 总 几何 非常 重 
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要 的 结果 . 由 (1. 34) 和 (1. 35) 两 式 定义 的 wy 和 局 分 别称 为 第 -- 
种 和 第 二 种 Christoffel 记号 . 

注 记 1 在 黎 蝇 流 形 的 一 个 分 域内 不 去 考虑 自然 标 架 场 ,而 
用 任意 的 标 架 场 往往 是 比较 方便 的 , 流 形 上 一 个 局 部 标 架 场 就 是 
标 染 从 的 局 部 截面 . 设 (e,,…,e,) 是 局 部 标 架 场 ,其 对 偶 标 架 场 是 
(601,,8"). 命 

De, = ie), (C1. 35) 

9 二 (9 站 称 为 联络 也 关于 标 架 场 (e1，…,e，) 的 联络 矩阵 , 这 里 的 
8', 91i 不 是 别 的 , 正 是 第 四 章 $ 3 中 标 架 从 已 上 的 一 次 微分 式 9'， 
2; 拉 回 到 局 部 截面 上 的 形式 (在 此 我 们 用 了 同样 的 记号 ). 因此 根 
据 联 络 的 结构 方程 得 到 ,了 是 无 撕 联 络 等 价 于 8 满足 方程 


dO — 87 A #8' = 0. (1. 37) 
如 果 仍 然 记 
Bi = Gle, ,ej), (1. 38) 
由 度 和 形式 是 
ds? = g,001, 


因为 G=g6616987 ,所 以 
DG = dg'ij 一 pid 一 ED) 的 中 的 8 
因此 D 是 容许 联络 的 条 件 仍 是 
dg'; = Orgs 十 Ogu. 《1]1. 39) 
现在 ,定理 1.2 可 以 改 述 为 ， 
定理 1.3 设 CM,G) 是 广义 黎 受 流 形 ,12:,1 扫 ;二 we) 是 邻 域 
UCM 上 一 组 "个 处 处 线性 无 关 的 一 次 微分 式 , 则 在 0 上 存在 唯 
一 的 一 组 mm? 个 一 次 微分 式 8+, 使 得 
dg’ — 8 AP=0, 


dgs; = Gig, 十 dig, “1. 40) 
其 中 gi 是 G 关于 局 部 余 标 架 场 19'} 的 分 量 , 即 
tr 一 上 有 (OO {1. 41) 
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注 记 2 假定 对 是 黎 晶 流 形 ,G 是 正定 的 , 则 在 邻 域 V 内 可 
取 正 交 称 架 场 {ei ,1 所 [ 迁 m), 此 时 gj 二 页 ;, 即 
ds: 一 y， 《总 
而 (1. 40) 的 第 二 式 成 为 
gi+0=0, (1, 42) 
即 联络 符 阵 8= (8 四 是 反对 称 的. 
注 记 3 公式 (1. 30) 就 是 
Cg 一 十 gull 
Bhst 
或 
Si 一 《1. 43) 
这 是 条 件 (1. 18) 的 一 种 表现 形式 :这 意 昧 着 ,对 于 答 许 联络 来 说 ， 
度 攻 张 甚 gr 关于 绝对 微 商 如 同一 个 常 基 . 
根据 定义 ,Christoffel-Levi-Civita 联络 四 的 昌 率 定 阵 是 
QA 二 dw—mAh ww. 
外 微分 561. 20) 式 , 则 得 
do 一 虽 AdC 十 dc A 和 十 和 (da) = 0, 
《引咎 O—wAw GT:(do—w A w= 0, 


即 
DG 0 = 0 (1. 44) 
命 
0 = gy (1. 45) 
赚 口 。CG 一 (0 (1, 44) 式 就 是 
0 ++ 0; = 0, (1. 46) 
即 0, 关于 下 指标 是 反对 称 的 . 经 过 直接 的 计算 得 到 
= dw 十 导入 i. (1, 47) 


根据 第 四 童 $2 的 (2. 22) 式 ， 
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位 一 Rdu A du (1. 48) 


其 中 
Ri, 一 2 一 ot + 产 * — Tia. (C1. 49) 

若 命 
Rw = Ri ghjs (1. 50) 

由 

,二 pi du* A du', (1, 51) 

并 且 
Rn 一 SS 人 + TaTw— Ti (1.52) 


Rw 是 四 阶 协 变 张 量 ， 证 直流 M 上 给 定 的 广义 黎 坚 度 基 
完全 确定 的 , 称 为 广义 黎 曼 流 形 M 的 曲率 张 量 . 曲率 张 基 有 非常 
特别 的 性 质 ， 

定理 1.4 广义 黎 曼 流 形 的 曲率 张 量 届满 足下 列 关 系 ， 

(1) Rn —— Ry = ~ Rn} 

(2) Rog Re Ran—= 0; 

(3) Rin = Rui. 

证 明 《1) 该 关系 是 (1, 46) 和 (31. 52) 两 式 的 直接 推论 . 

《2) 由 Christoffel-Levi-Civita 联络 的 鞠 挡 性 得 到 

du' A w, = 0. 1. 53) 
外 微分 并 利用 (1. 47) 式 则 得 
du A (ma A wa) = 0, 
da’ A ,= 0, 
用 (1. 51) 式 代入 得 到 
Riu dw A du A du!: = 0, 
Ry Ri Rd)du’ A du A du'! = 0. 《1. 54) 


由 于 Rw 关于 后 两 个 指标 的 反对 称 性 ,上 式 的 系数 关于 后 三 个 指 
标 是 反对 称 的 ,所 以 
Riw + Rm + Re = 0. (1. 55) 
《3) 由 (1, 55) 式 得 
R, it 十 Rises 十 下 可 = 人 0， 
两 式 相 减 则 得 
2Rm tt Rw Ren Rss Rn = 0. 
同 理 得 到 
2Rin; + Ran tt Ri + Ran + Rr, = 0. 
利用 关系 (1) 的 反 称 性 , 则 有 
Rw 一 Rn, (1. 56) 
作为 推论 ,在 定理 1. 4 的 条 件 下 我 们 有 
Ri + Ry + R's = 0, . (1.57) 
青 有 ,由 于 (1.43) 式 则 得 
Rms = (BpRih),s = 县 站 本 外 
因此 从 第 四 章 的 定理 2. 2 得 到 
Riis + Rg + Rni = 0, (1. 58) 
这 仍然 叫做 型 anchi 恒等式 . 
注 记 黎 曼 流 形 的 概念 可 以 推广 到 歼 曼 矢量 从 . 设 (E,M ,x) 
是 实 矢 址 处 ,如 果 对 每 一 点 pE M ,在 纤维 x-!1(p) 上 给 定 了 一 个 非 
退化 的 对 称 的 双 线 性 晒 数 G, 且 对 于 下 的 任意 两 个 光滑 截面 六 和 
Y ,G(X,Y 了 ) 是 M 上 的 光滑 消 数 , 则 称 到 是 一 个 广义 笋 曼 矢 量 从 . 
如 果 G 是 正定 的 , 则 称 瑟 是 黎 曼 矢量 从 ,G 称 为 矢量 从 五 上 的 黎 
受 结构 , 如 同 定理 1, 1, 在 任意 一 个 实 矢 量 从 上 黎 曙 结构 必然 是 存 
在 的 ,同样 ,我 们 可 以 定义 广义 黎 曼 矢量 从 上 的 容许 联络 的 概念 . 
黎 受 流 形 上 的 张 量 从 可 以 自然 地 成 为 黎 曙 矢量 丛 . 例如 对 于 
张 量 从 TMD) ,车 a,58ETi(p), 则 a 与 5 的 内 积 是 


a"bo= > ES， {1. 59) 
Tr 
yr 
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82 测 地 法 坐标 


定 必 2.1 设 邮 是 m 维 黎 曼 流 形 , 若 参 数 曲 线 C 是 MM 上 天 
于 Christoffel-Levi-Civita 联络 的 测 地 线 , 则 称 C 是 获 曼 流 形 好 
的 到 地 线 ， 

设 在 局 部 坐标 wi 下 ,Christoffel-Levi-Civita 联络 DD 的 系数 是 
Pa 刚 焊 线 C 下 一 2 人 (人 委 ; 委 mm) 为 测 地 线 的 条 件 是 它 满 足 二 
阶 常 微分 方程 组 

二 《2. 1) 
这 里 X' 一 只 是 C 的 切 矢 晤 . 根 据 定义 , 测 地 线 的 切 矢量 沿 曲 线 本 
身 关 于 Christoffel-Levi-Civita 联络 是 平行 的 ; 而 Christoffel- 
Levi-Civita 联络 保证 度量 性 质 在 平行 移动 下 不 变 , 所 以 测 地 线 的 
切 矢 其 蕊 的 长 度 基 常数 . 即 


di’ di’ 
gudr de const ， 


或 
和 一 const, (2 2) 


由 此 可 见 , 黎 曾 流 形 上 测 地 线 的 参数 必定 是 弧 长 参数 ; 的 一 次 函 
数 

t= As+t i, (2.3) 
其 中 A( 关 0) ,都 是 常数 . 

下 面 我 们 考察 在 一 点 附近 的 特殊 坐标 系 ,使 得 从 该 点 出 发 的 
任意 一 条 测 地 线 的 坐标 的 参数 方程 是 强 长 参数 的 线性 函数 . 我 们 
先 在 M 是 伪 射 联络 空间 的 一 般 假 定 下 进行 讨论 ， 

设 在 坐标 系 (U ;ww ) 王 测 地 线 的 方程 是 

0 (2. 4) 
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TT Elieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 一 一 - - 


根据 溃 徽 分 方程 的 理论 ,对 任意 一 点 zoEV 都 存在 z 的 一 个 邻 域 
WCU 及 正 数 +r,8, 使 得 对 于 任意 的 初 值 xE 友 ,下 满足 茶 件 a 
< 之 fr 了 的 a€ RR”, 方程 组 (2.4) 在 U 中 有 队 一 解 名 


下 一 万 人， lt| <$, (2. 5) 
它 适合 切 始 亲人 忻 
fae 一 三 (0 证 = x'， 
dw _ QF (tr, 0) _ + (2. 6) 
dr COD) 一 ar 0 一 全 


并 且 函 数 广 光滑 地 依赖 于 自 变 量 上 和 初 值 雁 ,e# 
藻 取 非 零 常数 c, 则 一 数 i(ci,yxtya) (rEW, aj <7, 且 
i<6/1c |) 仍然 满足 方程 组 (2. 4) ,并且 
f(r a ) | = x 
[ones | (2.7) 
or 


二 一 站 
f= 


根据 方程 (2. 4) 的 解 的 唯一 性 , 当 1 ai ,上 ea < 及 | ,er|<6 
时 总 是 有 
Flr mat) = f(r, cat). 《2. 8) 
但 是 上 端 左边 在 xE€E 到 ,a <r,1z|<8/le| 时 总 是 有 意义 的 , 因 
此 可 以 用 来 定义 右边 的 函数 . 这 桩 ,函数 f(x,at) 对 于 zxEEW， 
tl<6/le| 及 al < 之 |elr 总 有 定义 ;特别 是 ,可 取 ]c | 二 8, 则 
六 0) 在 xzEW,]il 扣 1; 及 Hal 过 lelr 上 有 定义 . 命 
ww = fay), (2.0) 
则 
fz,0) = fC(0,rt,at) = xi, (2. 10) 
于 是 对 于 固定 的 x€EW,(2.9) 式 给 出 了 从 切 空 间 T,CM) C=) 


中 这 里 ja 上 表示 | 了 1 ei)2. 
Fl 


图“ 可 见 参考 文献 [13] 
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在 原点 的 一 个 邻 域 到 流 形 MM 在 点 xz 的 一 个 邻 域 的 光滑 映射. 因为 
af'( ra") 


QFf'(1, xt, tat) * 好- 
Ar 二 让 da! EA l 
而 筋 一 方面 
Qf (1 rita) QF (tT a) ~ 
of | 和 OF = " 
所 以 
[3 = (2. 11) 
二 


即 瞎 射 (2. 9) 在 原点 < 一 0 是 正则 的 ,这 就 是 说 ,a' 可 以 取 作 JM 在 
点 之 的 局 部 坐标 系 , 称 为 在 点 xz 的 测 地 法 坐标 系 , 或 简称 法 坐标 
又. 由 于 切 空间 是 线性 空间 , 它 上 面 的 不 同 坐 标 系 只 差 一 个 非 退 北 
的 线性 变换 ,所 以 流 形 戏 在 一 点 的 法 坐标 系 也 只 差 一 个 非 退 化 的 
线性 变换 而 完全 确定 ， 

固定 a 二 a6, 当 + 变化 时 ,tas 是 TCM) 中 从 原点 出 发 的 一 条 
直线 ,而 在 流 形 上 摘出 一 条 从 出 发 的 .与 切 矢 量 (ao) 相 切 的 测 地 
线 . 所 以 在 法 坐标 系 a' 下 ,这 条 测 地 线 的 方程 是 

a = tale， (2.12) 

其 中 aj 是 常数 . 

定理 2.1 车 MM 是 无 措 仿 射 联络 空间 , 则 对 于 在 点 xz 的 法 举 
标 系 a', 其 联络 系数 在 工 为 专 . 

证 明 因为 在 法 坐标 系 a 下 , 测 地 线 a' 二 tas 满足 方程 (2, 4)， 
所 以 对 任意 的 ai 有 


TiCOatat 一 0; (2. 13) 
由 于 无 挠 联络 Pa 关于 下 指标 是 对 称 的 ,所 以 
Ti(0) 一 0， 1 jm (2. 14) 


定理 2. 3 仿 射 联络 空间 对 在 每 一 点 ze 痢 有 一 个 邻 域 仇 ， 
使 得 多 中 每 一 点 都 有 包含 W 在 内 的 法 坐标 域 ， 
证 明 设 人 73) 是 点 xo 的 法 坐标 系 , 命 
141 


U(roip) 一 iz| = U, Dr): < pr). (2, 15) 
i=] 


根据 前 面 关 于 方程 (2, 4) 的 解 的 讨论 ,存在 zo 的 邻 域 W=U (xo; 
r) 及 正 数 3, 使 得 对 任意 的 IEW 及 aE 产 , 上 a < 有 了 唯一 的 以 
(ze ) 为 初始 条 件 的 测 地 线 
uw = f(t xa), | 2. (2. 16) 
我 们 用 B(0;6) 记 集合 ta] ERR", 上 上 a 过), 则 (2.16) 式 给 出 了 映 
射 pg; WXB(0;6) 一 W XxU ,使 得 
PXa) = (rt ,0')), (2. 17) 
其 中 工 EW,a€ B00;6). 因 为 淫 数 产 光 滑 地 依赖 于 xz 和 a, 所 以 
映射 史 是 光滑 的 .根据 (2. 11) 式 得 
adr, ) 
局 (人 (zus07 
可 见 有 映射 p 葛 Jacobi 矩阵 在 点 (xo,0) EWXB(0;5) 的 附近 是 非 
退化 的 . 由 反 函 数 定理 , 必 存 在 点 (xo,0) 在 WXBC0;8) 中 的 邻 域 
V 及 正 数 a<p, 使 得 wp VY 一 U(ro;a)XU(xo;ya) 是 可 微 同上 及 . 对 于 
任意 的 xEUCzro;a)，, 命 
B= {a| € BO;O) ,使 (za € Vi!, {2.18) 
则 由 (C2, 16) 给 出 的 映射 
# 二 f(xya), a€tB, (2, 19) 
是 从 吾 - 到 CCroia) 的 可 微 同 胚 . 取 W'==U Cxosa), 则 上 式 说 明 WW 
中 每 一 点 都 有 一 个 法 坐标 系 把 Wz" 和 包含 在 内 . 

系 ” 仿 射 联络 空间 W 在 每 一 点 mm 有 一 个 邻 域 丈 ,使 克 中 任 
意 两 点 可 用 一 段 测 地 线 连 结 . 

注 记 更 细致 的 讨论 还 可 以 做 到 使 这 段 测 地 线 和 包含 在 邻 域 
W 内 . 这 时 邻 域 WW 称 为 测 地 凸 邻 域 . 下 面 的 定理 2.7 在 歼 曼 流 形 
的 假定 于 证 明了 测 地 凸 邻 域 的 存在 性 ;此 证 明 稍 加 禾 改 同样 适用 
于 仿 射 联络 空间 . 

定理 2.3 无 挠 的 仿 射 联 络 在 局 部 上 是 由 曲率 张 量 完全 确定 
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二 一 下 


的 . 

证 明 考虑 在 固定 点 〇 的 法 坐标 系 a', 在 点 口 取 自然 标 染 ， 
然后 将 它 沿 着 从 点 已 出 发 的 测 地 线 平行 移动 至 各 点 ,由 此 得 到 在 
OO 及 的 一 个 邻 域 上 的 标 架 场 {e;,1 志 i 奈 m}, 命 8 是 ej 的 对 侦 的 一 
次 微分 式 , 并 把 主 共 上 sm 个 好 好 线性 无 关 的 一 次 微分 式 六 1 在 上 
述 标 架 场 上 的 限制 仍 用 同一 记号 表示 ,因此 9',01 是 1,at 的 一 次 
微分 式 , 当 a 为 常数 时 ,8',87 就 根 制 在 测 地 线 sz 上 . 因为 标 架 场 
沿 测 地 线 at 是 平行 的 ,所 以 


有 ad (mod da*), 
1。 =0 (mod da’), ‘200 
或 
0'—a'dt+ 6, 0 = Bi, 《2. 21) 


其 中 和 B81 分 别 是 8 9; 中 不 含有 微分 由 的 部 分 . 将 (2. 21) 式 
代入 结构 方程 (第 四 章 § 3) 
|。 一 有 AD 一 0， 


dO — Ot A 1 — mS 9: 人 4， 


并 比较 含有 di 的 各 项 , 则 得 
(一 下 j Ad=0, 
— ash ei Adt=0, 


Aa: a0’ 
其 中 气 r ,3 分别 表示 5', 殉 的 系数 对 4 求 偏 导数 所 得 的 一 次 向 
分 式 . 因为 在 括号 内 不 含有 微分 di, 所 以 
ab | 
一 ga 十 中 ， 
《2. 22) 


ap! 
tS 
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这 是 以 1 为 自 变量 的 一 组 常 微分 方程 . 将 第 一 式 再 对 上 微分 一 次 ， 
则 得 


4 = 人 一 aiasSwl (2. 23) 
因为 标 架 族 e 在 点 吕 沿 各 方向 都 是 平行 的 ,所 以 
5 |, -一 0. C2, 24) 
此 外 ,根据 定义 得 
0'|,_, = a'di, 
所 以 
a'|,_, = 0, (2. 25) 
因此 从 (2. 24) 及 (2. 22}) 的 第 一 式 得 到 
二 da- 《2. 26) 


对 于 给 定 的 曲率 张 量 ,二 阶 常 微分 方程 组 (2. 23) 在 初始 条 件 
(2.25) 和 和 (2. 26) 下 有 唯一 解 8' 青 由 (2. 22) 的 第 一 式 完全 确定 了 
8; ,因此 在 局 部 上 曲率 张 量 完全 决定 了 无 挠 的 仿 射 联络 . 

现在 假定 M 是 m 维 歼 曼 流 形 . 设 zeE 好 ,在 切 空间 了。 (CaM) 
中 取 定 一 个 单位 正 交 标 架 , 则 在 点 mm 的 法 坐标 系 wi 可 以 罕 成 
如 下 形式 

H' 一 人 《2 27) 

其 中 Ca ) 是 工 , (MM) 中 的 单位 矢量 ,s 是 从 zo 出 发 的 测 地 线 的 弧 
长 , 将 标 架 FF 沿 着 从 x 出 发 的 测 地 线 平行 移动 , 于 是 在 mr 的 
邻 域内 即 产 生 了 一 个 单位 正 交 标 架 场 .根据 定理 2. 3 的 证 明 ,我们 
可 以 记 

08' ~ mid + 867, 

8!= 0, 
其 中 91 不 含有 微分 ds, 并 且 满 足 方程 
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《2. 28) 


以 及 初始 和 芭 件 
Eh 


ys 万 |， 加 已 上 _ ， 
| .-， 0， 有 | ,6 0， As ,0 da 。 


若 记 

0' = sda’t A'da’, 
则 4; 适合 初始 条 件 
4 ;|.-， 一 0， 5 
因此 在 点 0O 附近 骤 长 元 素 可 表 为 


daz = DO) a 4 2ds Sai 8 + SB: 


t=] 1 ma xu] 


8 ao 


因为 2 da 一 0， #8: 十 8! 一 0, 容 易 得 至 


A EE > da + D8)= 0, 
并 县 
Surg — 0, 
所 以 一 
be’ = , 


于 是 ,从 (2. 33) 式 得 到 ; 在 点 口 附近 弧 长 元 素 是 
doi =-ds: 十 3 CA?, 


(2. 29) 


(2. 30) 


{2.31) 


(2. 32) 


《2. 33} 


(2, 34) 


(2. 35) 


系 超 曲 面 :=const 和 从 点 避 出 发 的 测 地 线 是 彼此 正 交 的 ， 

定理 2.4 歼 曼 流 形 M 的 每 一 点 O 有 一 个 法 坐标 域 克 ,使 得 

《1) W 中 每 一 点 有 一 个 法 坐标 域 把 琴 包含 在 内 ， 

《2) 连结 口 和 ppE€EW 的 测 地 线 是 丈 中 唯一 的 连结 这 两 点 的 
最 短线 . 

证 明 将 定理 2.2 用 于 邓 上 的 Christoffel-Levi-Civita 联络 ， 
便 得 到 (1), 现在 假定 xz 是 如 (C2. 27) 式 给 出 的 点 如 的 法 坐标 系 , 如 
(1) 所 要 求 的 法 坐标 域 克 是 


w= {pe mM| Dp)y < el), 
;1 


其 中 是 充分 小 的 正 数 . 因为 久 是 法 坐标 域 ,对 任意 一 点 户 E 三 ， 
在 W 中 有 唯一 的 一 条 测 地 线 7 连结 O,p. 假定 7 的 长 度 是 so. 
首先 ,我 们 证 明 > 是 三 中 连结 O,p 两 点 的 最 短线 , 设 C 是 全 
中 连结 0,p 的 任意 一 条 分 段 光滑 曲线 ;不 妨 可 设 C 的 参数 方程 是 
ww"(s); 其 中 :是 ”上 的 弧 长 参数 , 则 CC 的 弧 长 是 


ja 一 f+ De > | ds =s0. (2.36) 


如 果 忆 是 WW 中 连结 O,p 的 最 短线 , 则 (2. 36) 式 中 等 号 必须 成 立 ， 
所 以 沿 曲 线 C 必须 有 


#'= 0. 
由 (2. 31) 式 得 到 
_ 六 i 
da 十 34 =0. (2. 37) 
/=1 


因为 4 适合 初始 条 件 (2. 32) ,所 以 省 一 ofs); 在 (2.37) 式 中 今 一 
0, 则 得 
da' = 0, ar 一 const. 
即 C 是 连结 O,p 的 测 地 线 , 故 C==7. 
定理 2.5 设 U 是 点 0 的 法 坐标 域 , 则 存在 正 数 6, 使 得 对 任 
意 的 0<-3<e, 超 球面 
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5 = {pE U| SGCp)): = 
:一 1 


有 下 列 性 质 ， 

(1) 3 上 每 一 点 都 可 以 用 U 中 唯一 的 最 短 测 地 线 与 上 O 连结， 

(2) 与 £3 相 切 的 任意 一 条 测 地 线 在 切 点 的 一 个 邻 域内 严格 
地 落 在 ;的 外 部 . 

证 明 取现 是 定理 2.4 所 要 求 的 法 坐标 域 ,不 妨 设 W 是 半 
径 为 < 的 球形 邻 域 


w=— {se€EU| Dp) < el). 
当 0<6<e 时 ,由 于 BCWCU, 且 U 是 法 坐标 域 , 故 性 质 (1) 是 定 


理 2. 4 的 推论 . 现在 要 缩小 ,使 性 质 (2) 成 立 . 
因为 (U ;zw ) 是 法 坐标 系 ,由 定理 2.1 得 


Ti(0) = 0. (2. 38) 
超 球 面 束 的 方程 可 写成 
Fy) = FL + 十 (2 一 的 一 0 
(2, 39) 
设 y 是 一 条 与 5 相 切 于 点 的 浏 地 线 , 其 方程 是 
u' = wg), (C2, 40) 
其 中 a 是 7Y 上 从 pp 点 量 起 的 弧 长 .因此 
Fea ta)) lo = 0. (2. 41) 


因为 超 球 面 5 与 从 点 OQ 出 发 的 测 地 线 是 正 交 的 ,所 以 与 束 在 点 
pp 相 切 的 测 地 线 7 应 与 连结 口 ,的 调 地 线 正 交 ,因此 


War | 
Zur (og) Tg 二 (2, 42) 


直接 计算 得 到 
| . HI 上 
dat (9)) | ,~。 一 im 1] wu (0) EE 名 


。 一 他， 《 人。 43) 
2 
EF (ule)) 1, 
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由 re 
(2. 44) 


=- [5 Den) (ee) 
所 以 


Foy)= 156, — Dprcp)) 
Rl1 


4 一】 


| 到 | 全 | ,02 + oa2， (2. 45) 
Ti de 必 


由 于 (2. 38) 式 ,在 品 的 一 个 邻 域内 可 使 改 的 值 任意 地 小 ,因此 可 
取 充 分 小 的 se, 当 0<6<s 时 ,让 (2.44) 式 总 是 保持 正 值 . 这 样 , 测 
地 线 (2. 40) 在 点 户 附近 严格 地 落 在 吾 的 外 面 , 它 与 3; 只 有 一 个 
公共 点 p. 
在 研究 黎 曼 流 形 的 几何 时 ,一 个 有 效 的 办 法 是 在 黎 曼 流 形 上 
引进 距离 蛆 数 ,使 它 成 为 度 基 空间 . 
定义 2.2 设 M 是 连通 的 黎 曼 流 形 , p,qg 是 M 上 任意 两 点 . 


命 
2f 疡 ,9)] = inf pa, 《2. 46) 
其 中 pg 指 连结 p,g 两 点 的 可 求 长 曲线 的 绒 长 . PtPs9) 称 为 p,q 
两 点 之 间 的 距离， 
因为 M 是 连通 的 ,所 以 连结 p,q 的 可 求 长 曲线 总 是 存在 的 ， 
故 (2, 46) 式 总 是 有 意义 的 , 它 定义 了 Mxi 上 的 一 个 实 函 数 . 
定理 2.6 函数 p; MX JM->R 有 以 下 性 质 ， 
(1) 对 任意 的 p,qg€ M,p(p,g) 汪 0, 并 且 等 导 只 在 记 二 g 时 成 
Y} 
(2) plp,g)=plg, p)s 
(3) 对 任意 三 点 ,gqg,rE M, 剖 有 
Pp 十 Pl) pp,r). 
因此 ,p 成 为 流 形 M 上 的 距离 耳 数 ,使 M 成 为 度量 空间 .MY 作为 
度量 空间 的 拓扑 与 流 形 M4 的 原 拓扑 是 等 价 的 . 
证 明 根据 定义 (2. 46), 上 还 各 性 质 都 是 明显 的 ,只 需 验证 ， 
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设 Pg 是 条 上 两 点 ;pp 了 关 9; 由 于 MM 是 Hausdortff 空间 , 艳 有 
点 记 的 邻 域 1 ,使 gEU. 根据 定理 2.4, 必 有 点 记 的 法 坐标 域 和 WC 


,使 其 法 坐标 是 ww 二 a's, 其 中 > (ae 一 1], 且 0ss<so， 了 ,使 
1 


<6<so, 则 超 球 面 EC 二 W'. 设 7 了 是 连结 p,q 的 一 条 可 求 长 晶 线 , 则 
7 的 长 度 守 6, 即 
P( 疡 ,G) > 0, 
根据 定理 2.5,3s 的 内 部 恰 是 集合 
{gl €E M,p(p9) 6}, 

即 到 的 内 部 是 M 作为 度量 空间 时 点 疡 的 他 球形 邻 域 ,因此 对 作 
为 度量 空间 的 拓扑 与 M 原来 的 拓扑 是 一 致 的 . 

要 指出 的 是 ,如 果 全 是 定理 2 4 所 构造 的 在 点 OO 的 球形 法 从 
标 域 , 则 对 任意 一 点 p€ 开 ,在 WW 中 连结 O,p 两 点 的 唯一 的 测 地 
线 的 长 度 就 是 p(O,p). 

定理 2.7 歼 曼 流 形 M 的 每 一 点 pp 都 有 一 个 好 球 形 邻 域 W， 
其 中 3 是 充分 小 的 正 数 ,使 得 W 中 任意 两 点 都 能 用 W 中 唯一 的 
一 条 测 地 线 连 结 . 

具有 上 述 性 质 的 邻 域 叫 居 测 地 凸 邻 域 . 定理 的 意思 是 : 黎 受 
流 形 上 每 一 点 都 有 一 个 测 地 功 邻 域 . 

证 明 设 pE MM, 根 据 定理 2.4, 存 在 点 p 的 半径 为 s 的 球形 
法 坐标 域 U, 使 得 U 中 任意 一 点 g 都 有 一 个 法 坐标 域 了 , 包含 UU 


在 内 , 不 妨 设 * 还 满足 定理 2. 5 的 要 求 . 取 正 数 7< 汪 6, 则 点 的 


有 球形 邻 域 WW 就 是 点 p 的 测 地 凸 分 域 . 
任职 gl :2 和 ,出 


Pq) EPP) 十 ppsQs) < 9E (2.47) 
设 Ulgi;e/2) 是 的 二 -球形 邻 域 , 则 上 式 表明 gsE UCgi5e/2). 对 
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于 任意 的 gE Ue ;8/2), 则 
PLP) SE Pp + Plq110) < 尝 ， 


帮 
Ulast)CU EV,, (2. 48) 


即 点 9; 的 六 - 球 形 邻 域 包含 在 gi 的 法 坐标 域内 根据 定理 2. 4 以 
及 定理 2, 6 最 后 的 说 明 , 在 U (gy;s/2) 内 存在 唯一 的 一 亲 测 地 线 7 
连结 gy ,gs 两 点 ,并 且 7 的 长 度 就 是 plg ,92). 特别 是 ,如 果 点 EE 
7Y, 则 
Pq sr) SE POF ,92). (2, 49) 
最 后 要 证 明 测 地 线 y 落 在 砚 内 .因为 YCUt(g;s/2)yCU, 所 
以 阔 数 otp,gq) (gE 7) 是 有 界 的 .车 不 完全 落 在 W 内 ,而 g1,g:€ 
开 , 则 柚 数 ptp,g)ytgE7) 必 在 7 的 内 点 oo 达到 最 大 值 . 命 3 一 
Pp,q0)， 则 人 <ie, 且 超 球 而 5 与 7 在 go 人 外 相 切 .由 定理 2.5,7 在 
点 go 峙 近 应 完全 在 马 的 外 部 ,这 与 国 数 ptp,g) (gE7) 在 go 达到 
最 大 值 相 诈 盾 .因此 YCW ,证 毕 ， 


83 截面 曲率 


设 邓 是 和 维 黎 曼 流 形 , 它 的 曲率 张 基 R 是 四 阶 协 变 张 量 . 设 

2 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 曲率 张 量 R 可 以 表 成 
R= Rw du' © dw’ (9 de 9 du', (3.1) 
其 中 Rw 如 1 的 (1.52) 式 所 定义 ,四 阶 协 变 张 量 可 以 看 作 四 阶 
反 变 张 基 的 空间 上 的 线性 函数 (第 二 章 $2), 因 此 在 每 一 点 PE 
MM ,我 们 有 和 多重 线 性 函数 R; T 了 ,CM) xXT,CMDY XT, (CMD xT, OM) 

一 及 ;其 定义 为 

R(X,Y,Z,W) = (XOYHR ZHOW,R), (3. 2) 

其 中 记号 ¢ ，) 如 第 二 章 82 的 (2.17) 式 所 规定 . 若 设 
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9 _ :9 ; 号 _ :9 
各 一 色 Bc? Y=Y 3 二 Br? 全 一 二 3 
《3.3) 
则 
RIX,Y ,ZW) = Ru XYIZW,, (3. 4) 
特别 是 
9 9 9 8 
Rw = R| ,i m {3. 5) 


在 第 四 章 8$ 2, 已 把 联络 D 的 曲率 张 量 解 释 为 曲率 算 子 ; 任 给 
Z: 环 ET) , 则 尽 (Z 人) 是 从 TCM 到 了 T Ca) 的 线性 映射 ,其 
定义 是 


民 (Z ,WOKX = Ri XZW' 过 (3. 6) 


者 D 是 获 曼 流 形 MM 的 Christoffel-Levi-Civita 联络 , 则 有 
ROXY ZW) = (R(Z,WIKX) +Y, (3.7) 
右边 的 记号 *。” 是 $1 的 (1.4) 式 所 定义 的 内 积 . 
根据 定理 1.4, 四 重 线性 岁数 R(X,Y,Z ,全 ) 有 以 下 的 性 质 : 
(1) R(XY ZW)=— RAY WZ2)——R(OY,X,ZW); 
(2) RCOX,Y ,2Z,W)ITROX,Z WTROX,W,Y ,2)—0, 
(3) R(X ,YZ,W)=R(Z,W, X,Y). 
利用 好 的 基本 张 量 @ ,还 可 以 定义 如 下 的 四 重 线 性 函数 : 
GXY ZW) = GOKZTIGOT W) — G(X ,WIG ,ZY. 
(3. 8) 
显然 ,上 式 定义 的 函数 对 每 一 个 变量 都 是 线性 的 ,并 且 它 也 有 挡 数 
RLX,Y,Z,WD) 所 具有 的 性 质 (1)~(3). 
车 针 , 了 ET,CM), 则 
G(XY ,XY)= |X). YI?— (X.YY 
= |X| .YI sim/CXY),. (3.9) 
所 以 , 当 基 ,了 线性 无 关 的 ,G(X, 了 ,X, 了 ) 正 是 切 矢 量 蕊 ,了 所 张 的 
151 


Eno er -1 一 a 


平行 四 边 形 的 面积 的 平方 ,因此 G(X,Y, 革 ,了 才 0. 
若 XX',Y' 是 在 点 p 的 另 姑 两 个 线性 无 关 的 切 矢 量 , 假 定 它 们 
与 ,了 Y 张 成 同一 个 二 维 切 子 空间 EE, 那 么 可 设 
X' = aX+br, Y=cX+dY, 
其 中 ad 一 Ae 关 0. 由 人 性质 (1)~(3) 则 得 
RNY NR YT = ad — peY RX ,YY ,X,Y), 
GX' ,YK YF') = ad — beyG(XY, X,Y), 
所 以 
R(X',Y' ,X,Y) R(X,Y,X,Y) 
G(X YI RY) GOXY,X,Y)’ 
这 就 是 说 上 式 是 了 ,CM) 的 二 维 子 空间 的 晒 数 ,与 外 ,7Y 在 琅 中 
的 选择 无 关 . 
定义 3.1 设 五 是 了 Cad) 的 二 维 子 空间 ,和 X, 攻 是 五 中 任意 两 
个 线性 无 关 的 切 矢 量 , 则 


KEy = RXsY, X,Y) 


GX,Y,X,Y) 
是 EE 的 函数 ,与 X,Y 在 EE 中 的 选 到 无 关 , 称 它 为 歼 曼 流 形 jM 在 
(pz, 五 ) 的 歼 曙 曲率 ,或 截面 曲率 . 

我 们 知道 ,二 维 欧 氏 空间 中 曲面 在 一 点 的 两 个 主 曲率 的 乘积 
叫做 曲面 在 该 点 的 总 曲率 ,或 Gauss 曲率 , Gauss 的 一 个 “ 令 人 惊 
蜡 ? 的 结果 说 : 曲面 在 一 点 的 总 曲率 尽管 是 以 外 在 的 方式 ( 即 不 仅 
用 到 砷 面 的 第 一 基本 形式 ,还 用 到 曲面 的 第 二 基本 形式 ?定义 的 ， 
但 是 它 只 与 曲面 的 第 一 基本 形式 有 关 , 即 总 向 率 玉 是 

玉 一 一 Ma, (3. 11) 
其 中 g 二 gugzz 一 go; 而 Ripws 如 $1 的 (1,52) 涉 所 定义 ,也 就 是 


dn oan 
3 本 Ea + TuT ws 一 TT ‘3. 12) 


(3. 10) 


Rivig 一 


利用 这 个 事实 可 以 给 出 截面 曲率 的 几何 解释 . 假定 产 闻 3, 瑟 
是 了 ,CM) 的 二 维 子 空 间 , 在 点 p 取 定 一 个 正 交 标 架 {e,} ,使 下 由 
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{erez} 所 张 成 . 设 wi 是 由 这 个 标 架 在 点 p 附近 决定 的 测 地 法 坐 祭 
系 . 现在 考虑 从 点 户 出 发 ,并 与 EE 想 切 的 所 有 测 地 线 构成 的 二 维 
子 流 形 5, 显然 5S 的 方程 是 

一 人 0， 3 志和 过 讽 ， {3.13) 
并 且 (Cwi,w?) 是 子 流 形 S 在 p 点 的 法 坐标 .S 称 为 在 点 户 与 五 相 切 
的 测 地 子 流 形 , 我 们 要 证 明 , 歼 曼 流 形 M 在 (p,E) 的 截面 曲率 
天 (五 ) 恰 是 曲面 St 具有 从 MM 诱导 的 黎 学 度量 ) 在 声 点 的 总 曲率 ， 


设 对 在 点 疡 附近 的 黎 曼 度量 是 
ds: = g,, dudu’, 《3. 14) 
则 它 在 S 上 的 诱导 度量 是 
ds? 一 六 os dzsda， js ap 二 2， (3. 15》 
其 中 
Boplu 2 一 Bal ,HO ,0), (3.16) 
因此 


1 
2 
] OF OFe dg T+ 
= 于 | Se + 2 |= Ts. C3. 17) 


出 于 Cx) 和 Cw) 分 别 是 肝 和 SS 在 点 记 的 法 坐标 系 ,根据 定理 2.1 
得 


Tmtp) =~ Talp) = 0. (3. 18) 
因此 
oD Ar 
Rinstph)= Bl 一 Fy 十 TT 一 {ol or | 
ar ar 
一 [3 到 一 全 | = Rins(p), (3. 19) 
和 二 得 到 .加 在 (生生 站 
KC(EY—— Rlel ,ers el yes) Rn ; 
G (Cel Es * 必 1 :Er) Eng 一 Filslt 


Le NT 


一 一 -aa 一 K(p), 
Ril 可 一 Bl2 rt 

右 端 正 是 曲面 5 在 点 p 的 总 曲率 ， 

截面 曲率 的 重要 性 在 于 下 面 的 定理 ， 

定理 3.1 黎 竖 空间 M 在 点 的 曲率 张 量 由 在 该 点 的 所 有 
二 维 切 子 空间 的 截面 曲率 唯一 确定 . 

证 明 设 有 四 重 线性 函数 RC(,Y,Z,W) 满 足 曲 率 张 其 
民 ( 开 ,了 ,Z ,WY 所 适合 的 性 质 (1) 一 C3)( 见 151 页 ) ,并 且 对 于 在 点 
户 的 任意 两 个 线性 无 关 的 切 矢 量 买 ,了 ,都 有 

RX,Y X,Y) RX,Y,X,Y) 


GX,Y ,RY) ™ GOX,Y, XY) (3. 20) 
我 们 要 证 明 对 任意 的 卫 ,Y,Z,WET,(M), 有 
ROX,Y ,ZW) = R(X,Y,Z,W). (3.21) 


若 命 
SC(R,Y,ZW) = RCR,Y, ZW) — RK,Y ,ZW), 
《3. 22) 
则 5 仍 是 具有 性 质 (1) 一 (3 的 四 重 线性 函数 , 面 且 由 (3. 20) 式 ， 
对 于 任意 的 刁 ,YET Ca 有 
SCXK,Y,KX,Y) = 0. (3. 23) 
这 样 ,(3, 21) 式 等 价 于 5 是 零 函数 . 
由 (3. 23) 式 得 到 
SC(KX+LYK+H ZY) = 0, 
展开 并 利用 函数 $ 的 性 质 则 得 
SX,Y,Z,Y) = 0， (3. 24) 
其 中 天 了 ,Z 是 T,CM) 中 任意 三 个 元 素 , 因此 
SKY + W,Z,Y -+ WY) = 0, 
展开 后 得 到 
SRY ZW SK,W,Z,Y) = 0. (3. 25) 
利用 性 质 人 1)7 则 有 
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SIXY ZW 一 一 有 本 了 7 了) 一 (有 了,Z) 
=-— SC(X,ZY,W) = S(X,Z,W ,Y), 《3. 26) 
由 性 质 (3) 我 们 有 
SRYZW) HF SRLZ WT 十 SF,7,Z) = 0, 
因此 
39 (XY,Z,W) = 0. (3. 27) 
定理 得 证 . 
定 必 3.2 设计 是 歼 曼 流 形 ,如 果 在 点 所 有 的 截面 曲率 
玉 ( 志 ) 是 常数 ( 即 与 互 无关), 则 称 M 在 点 p 是 迷 向 的 . 
若 训 在 点 是 迷 向 的 , 则 MM 在 pp 的 截面 曲率 可 以 记 成 
KK{p)， 因此 对 任意 的 匀 ,YET,(MM) 都 有 
ROX,Y, XY) —— K(pPG(X,Y, X,Y). (3. 28) 
根据 定理 3. 1 的 证 明 , 对 于 任 沉 的 基 , 了 ,2Z,WET,CM) 则 有 
RX,Y,Z,W) =— KG ,YY,Z,W). (3. 29) 
所 以 歼 曼 流 形 在 点 p 迷 向 的 条 件 是 
Rimtp) —=— Kp)lgagn — SuB mn Cp), 
或 


Qi(p) 一 3 Rm Cp Yd A did —~— K(p)0, A bp), 


(3. 30) 
其 中 
0 = gi, du (3. 31) 
定 关 3.3 如 果 MM 是 处 处 迷 向 的 黎 曼 流 形 , 并 且 截 面 曲率 
KK(p) 是 MM 上 的 常 值钱 数 , 则 称 4 是 常 曲 率 空间 . 
球面 .平面 和 人 雯 球面 都 是 三 维 欧 氏 空间 中 总 曲率 是 常数 的 曲 
面 , 因 面 是 二 维 常 曲率 歼 曼 空 间 . 
定理 3. 2(F, Schur 定理 ) 设 对 是 关 维 处 处 迷 疝 的 连通 的 
葡 曼 流 形 ,如 果 mx 之 3, 则 邓 是 常 曲率 空间 . 
证 明 因为 M 是 处 处 迷 向 的 ,由 (3. 30) 式 得 
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0 一 一 天 8 大昌， (3. 32) 
其 中 下 是 MM 上 的 光滑 函数 ,2& 如 (3. 31) 式 给 出 . 外 微分 (3. 32) 式 
得 
df2,=—dK AGAO—KdD AGTKO ANd, (3.33) 
但 是 
db 一 485 A du’ = (gate 十 gr) A du! 
= (wi 二) A dew’, 
其 中 
wi 一 gw = Tndut', 
由 十 Christoffei-Levi-Civita 联络 的 无 挠 性 ， 
wi A du’ = Tidut Ad 一 0， 
所 以 
d2 =w, Adi=oAD. (3, 34) 
骨 一 方面 ,根据 Bianchi 恒等式 (第 四 章 定 理 2. 2)， 
dn;;= dn’ + g,) 
= df :gu + 0 A dg 
= (wo A A — OA wt) go A A (Cw, + wr) 


= wh D+ OA, 《3. 35) 
因此 
d=— Kw A ADO— KOADNA a 
=— Kdo, A 9, + KO, A do,. (3. 36) 
将 (3. 36) 式 和 (3. 33) 式 相 人 比较 , 则 得 

dK AdAg=0. (3. 37) 

因为 12} 和 (dz 都 是 局 部 的 余 标 架 场 , 故 可 设 

dK 一 ye6 . 


t=] 
因为 m 之 3, 任 取 三 个 指标 1 入 i? 之 ;过 k 志 1m, 则 有 
dK AGAD=dKAOAD = dK EACQ=0, 
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因此 a= (0 志 ? 过;) ,到 


dK 一 0. (3, 38) 
因为 M 尾 连 通 流 形 , 所 以 站 基 M 上 的 常 值 小 数 . 
例 设 
ds2 二 (da 十 十 (du™) 5 (3. 39) 


[1 二 全 (Cn)? 十 … 十 cm)2 | 
其 中 天 是 实数 , 则 以 ds: 为 度量 形式 的 黎 曼 空间 是 常 曲 率 空 间 , 截 
面 曲率 为 天 ( 留 给 读者 证 明 ). 

(3. 39) 式 是 黎 电 《HB, Riemann) 于 1854 年 在 德国 Gottingen 
大 学 发 表 的 就 职 演讲 “ 论 几 何 学 的 基本 假设 "中 给 出 的 ,这 篇 演讲 
创立 了 现在 所 称 的 “ 黎 曼 几何 ” 


4 Gauss-Bonnet 定理 


Gauss-Bonnet 定理 是 大 范围 微分 几何 学 的 一 个 经 典 定理 , 它 
建立 了 黎 曼 流 形 的 局 部 性 质 和 上 整 体 性 质 之 间 的 联系 . 本 书 只 证 明 
二 维 黎 有 曼 流 形 上 的 Gauss-Bonnet 定理 ， 

设 籽 是 定向 的 二 维 黎 曼 流 形 , 若 在 坐标 域 i 上 取 定 向 相符 
的 光滑 的 标 架 场 {e, ,es}) ,其 对 侦 标 架 场 是 {91,97) , 则 歼 曼 度 甚 是 

ds 一 gg 886i， 1 所 ,jj 志 2， (4.1) 
其 中 gi 一 Gtei,e) .根据 黎 曼 几何 基本 定理 ,存在 唯一 确定 的 一 组 
一 次 微分 式 81, 使 得 
d0 一 0 Ai 一 0 


， ， (4. 2) 
dg 一 gad; + ge 0;. 
由 2 定义 了 JM 上 的 Christoffel-Levi-Civita 联络 ， 
De; = Be,, (4. 3) 
联络 的 曲率 形式 是 
{= di — 0 A 0i. (4. 4) 
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命 2 二 位 gi; 则 由 $1 的 (1.46) 式 ,人 2; 是 反对 称 的 . 现在 指标 ;7 
只 取 1,2 这 两 个 整数 值 ,所 以 在 曲率 形式 名 ,中 不 为 零 的 只 有 也: 
我 们 要 考察 上 2: 在 局 部 标 架 场 改 变 时 的 变换 规律 . 用 表示 
遇 率 矩阵 ( 客 )》, 设 
B11 12 
Ba Bi 
车 (ei ,es) 是 定义 在 坐标 域 WWCM 上 定向 相符 的 局 部 标 架 场 , 当 了 
门 W 关 名 时 ,在 UMW 上 则 有 


el 如 1 
| | 二 机 ， | # 《二 6) 
Cs £2 


G 一 . (4.5) 


其 中 
2 
4 一 ， det A 0. 
as a2 
用 G' ,7 记 关 于 标 架 场 (ei ,es) 的 相应 的 量 , 则 有 
G=A-:GA, HO=A.:N .A-, (4.7) 
其 中 第 二 式 就 是 第 四 章 8 1 的 (1, 29) 式 .因此 
人 一 (DCG)，。， 【4. 8) 
即 
| 9 网 -| 0 | 
dd 0 — he 0 
所 以 
Di = (det A} +: 1,,. (4.9) 


从 (4.7} 式 还 得 到 
8 = det G’ = (det A): . det G = (det 4 。 EB: (C4. 10) 
因此 


《4. 11) 
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这 就 是 说 ,Qi g 是 与 定向 相符 的 局 部 标 架 场 的 选取 无 美的 , 反 
而 是 定义 在 整个 流 形 M 上 的 二 次 外 微分 式 . 者 取 与 M 的 定向- 
致 的 局 部 坐标 系 wr', 设 {e1,es} 是 目 然 基底 , 则 


fds 一 Ri dw” A du’ 一 Ranadu" 内 dw, 
所 以 


a 二 a Vg du A du =—— Kdo, 《4. 12) 

其 中 上 是 流 形 M 的 Gauss 曲率 ,de 二 Vg dulA dw 是 村 的 有 向 

面积 元 素 , Gauss-Bonnet 定理 要 研究 的 就 是 二 次 外 微分 式 Kdo 在 
M 上 的 积分 ， 

车 {el ;82} 是 与 M 定向 相符 的 局 部 正 交 标 架 场 , 则 SBls2l2 
8 一 1 所 以 


Kdo 一 一 站， (4, 13) 
另 一 方面 由 8 1 的 (1. 47) 式 ， 
{2 = dO + 8 A B,; 
因为 这 时 9; 是 反对 称 的 ( 见 §1 定理 1.2 的 注 记 2) ,所 以 


1,s — d#,， 4 ]4} 
其 中 如 ,一 Del ， ez 根据 (4.13) 和 (4. 14) 两 式 得 到 
Kde ~—— dO,, (4, 15) 


要 指出 的 是 ,在 开 集 UCM 上 只 要 存在 光滑 的 、 定 向 相符 的 正 交 
标 染 场 {e, ,es} , 则 在 U 上 就 存在 联络 形式 ,因而 就 有 (4. 15) 式 ， 

在 定 问 的 二 维 黎 坚 流 形 上 , 光 请 的 .定向 相符 的 正 交 标 架 场 是 
与 水 形 上 处 处 不 为 稚 的 切 矢 量 场 相对 应 的 . 实际 上 ,在 标 架 场 
{eyez} 中 切 和 天 量 e 是 将 ea 根据 好 的 定向 旋转 90" 得 到 的 ,所 以 定 
条 相符 的 正 交 标 架 场 {e) ,es} 等 价 于 单位 切 和 失 量 场 oi, 

我 们 把 切 天 量 场 的 零点 称 为 它 的 奇 点 . 在 此 先 说 明 切 矢量 场 
在 奇 点 的 指标 的 概念 . 假定 在 开 集 Dr 上 有 一 个 仅 以 点 p 为 奇 点 的 
光滑 天 量 场 站 , 即 当 gEU 一 {pp} 时 ,到 , 关 0. 于 是 在 U 一 {p} 上 有 一 
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个 光滑 的 单位 切 拓 量 场 


x 
a1 一 TXT (Cd, 16) 


它 在 UU 一 {p} 上 决定 了 一 个 与 M 定 加 相符 的 正 交 标 架 场 {ai,as}. 
因此 ,如 果 {e1;,es}) 是 在 U 上 给 定 的 与 M 定向 相符 的 正 交 标 架 上 声 ， 
则 可 设 

Ul 一 El COS A + es sin og, 

Rs; = el Sino 二 €2 CO$ 立 ， ‘4 17) 
其 中 a 二 (eis,al) 是 从 el 到 的 有 向 角 . 显然 ,a 是 多 值 函 数 ; 但 
是 在 每 一 点 ,a 的 各 个 值 之 间 只 差 27 的 某 个 整数 倍 ,所 以 ,根据 标 
染 场 和 矢 其 场 的 可 微 性 ,在 每 一 点 的 一 个 邻 域 内 总 可 得 到 a 的 连 
续 分 支 . 这 样 得 到 的 单 值 函数 在 这 个 邻 域内 是 光滑 的 ,而 且 a 的 不 
司 的 连续 分 支 之 间 只 差 2x 的 某 个 整数 倍 . 命 


wiz 一 Dal ”不 2 “4. 18) 
则 由 (4. 17) (4. 18) 及 De * es 一 名 ;得 到 
WwW? 一 de 十 8 ,. ‘4, 197 


设 刀 是 包含 点 疡 的 单 连 通 区 域 , 它 的 边界 是 光滑 的 简单 闭 曲 
线 C 二 3D, 根 据 第 三 章 §4, 它 具有 从 M 诱导 的 定向 ; 设 C 的 弧 长 
参数 是 ;,0 所 s 志 Ls 增 大 的 方向 与 C 的 诱导 定向 一 致 ,和 且 C40)= 
CD 由 于 C 的 紧 致 性 , 它 可 以 用 有 限 多 个 邻 域 履 盖 住 ,而 在 每 个 
邻 域 土 存在 a 的 连续 分 支 , 所 以 ,在 C 上 存在 迷 续 函数 a 二 aCs)， 
0<sEL. 但 一 般 来 说 wa(0) 天 we( 工 ); 而 且 这 样 的 连续 函数 之 间 愉 车 
2x 的 茶 个 整数 倍 , 出 微 积 分 基本 定理 得 


上 
ay) — a(0) = | da， (4. 20) 
必 


但 是 a(L) 和 a(t0) 是 在 同一 点 C00) 的 矢量 ei 与 a 之 间 的 有 向 角 ， 
所 以 《4, 20) 式 的 左 端 是 2x 的 整数 倍 , 和 而 且 它 与 连续 分 支 aCs) 的 选 
取 无 关 , 也 与 标 架 场 {e ,es} 的 选择 无 关 . 
我 们 要 证 明 (4. 20) 式 的 数值 不 依赖 于 包 曾 点 p 的 简单 闭 曲 
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线 C 的 选取 . 设 有 另 一 个 包含 p 的 单 连 通 区 域 DC D , 命 C= 


3D,, 则 DD 一 户 , 是 M 中 的 带 边区 域 , 它 的 具有 诱导 定向 的 边界 是 
C— CD, 根据 (4.19) 式 及 Stokes 公式 则 有 


| da 一 | 2 | D2 
ci, ca Ce 


一 | 2 一 | dp， 
5 一 品 Dp—D 


=| m+ | Kdo. (4. 21) 
C—O D-DD 


右 端 显然 与 标 架 场 {fe1,e2} 在 史 一 D1 上 的 选取 无 关 , 故 不 妨 取 ec: 一 
Qi 二 1412; 这 时 = (eyal) 王 0, 而 (4.21) 式 仍然 成 并 . 所 以 


| wz 十 | Kdo =— | da= 0， 
CoC D-DD CO 一 站 


代入 (4. ?21) 式 得 


| .ae 本 0， ja 本 | .da 


定义 东 1 设 并 是 以 点 疡 为 孤立 奇 点 的 光滑 切 矢 量 场 , 设 忆 
是 点 p 的 坐标 域 ,使 U 中 除 点 疡 外 不 再 售 有 互 的 奇 点 . 则 根据 上 
而 的 构造 所 得 的 整数 


一 六 [eZ 一 <(0] 一 让 | de (4. 22) 


与 包围 p 的 简单 闭 曲 线 C 的 选取 元 关 , 也 与 UU 上 与 M 定向 相符 
的 标记 场 {ei ;es} 的 选取 无 关 , 称 为 切 和 拓 量 场 基 在 p 点 的 指标 . 

在 直观 上 ,指标 I 表示 切 矢 量 场 了 苹 围 绕 奇 点 p 的 旋转 的 次 
数 ， 

将 (4. 19) 式 在 CC 上 积分 , 则 得 


中 这 里 用 了 拓扑 学 中 * 链 ”的 记 法 ,实际 上 己 一 总 华表 启 和 所 向 的 GC; 的 并 梨 , 参 
见 参 考 文献 L18], 
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] 1 _l1 J 
1 一 37 | dc x| .Ka ， 
因为 Gauss 曲率 K 在 点 p 是 连续 的 , 当 DD 收缩 为 一 点 时 ,积分 
zx| ,Kdo ~ 0; 


1 
然而 六 | da 是 常数 了, 故 


1, = 4 lim { ws (4. 23) 


2NM Crp Jo 
定理 4. 1(Gauss-Bonnet 定理 ) 设 对 是 紧 致 的 定向 的 二 维 
殖 受 流 形 , 则 


1 
区 | Kaa = CM), (4. 24) 


其 中 XCM) 是 流 形 M 的 Euler 示人 性 数 . 

证 明 在 MM 上 取 一 个 只 有 有 限 多 个 孤立 奇 点 的 光滑 切 矢 二 
场 多 ,其 奇 点 是 p, ,1 所 i<&r. 在 每 一 点 p, 取 一 个 e- 球 形 邻 域 D;, 这 
里 是 充分 小 的 正 数 , 使 每 个 D; 除 p, 外 不 再 含有 大 的 奇 点 . 命 忆 
二 9D,,C, 是 具有 从 M 在 D; 上 决定 的 诱导 定向 的 简单 闭 曲 线 , 这 
样 ,由 切 和 拓 量 场 天 在 M 一 | DP; 上 决定 了 定向 相符 的 光滑 的 正 交 
标 架 场 {elyezj ,el 一 卫 / 1X|, 设 

ds = De "ez， (4. 25) 
由 (4. 25) 式 可 知 在 M 一 jjD: 上 有 
db = fs =— Kdo. 

根据 Stokes 公式 , 则 得 


Kdo=— | do,, 


NUD MUD 
r 了 


_ >| 0 一 六 | (4. 26) 
这 里 要 指出 一 点 ; M 一 WP 的 边界 在 集合 的 意义 上 与 【| 记 , 的 
1 后 二 rr 1 各 if 志 r 
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边界 是 一 致 的 ,但 是 前 者 在 边界 上 诱导 的 定向 恰好 与 
23D,= 2C, 

药 定 同 相 反 . 上 面 的 第 二 个 等 号 用 了 这 个 事实 ， 

因为 正 交 标 架 场 {ei ,ez} 实 际 上 在 M 一 【 {p,} 上 有 定义 ,所 以 
《4. 26) 在 e-*0 的 过 程 中 始终 是 成 立 的 . 由 于 下 是 在 整个 村 上 定 
义 的 连续 可 微 的 函数 ,所 以 

lim | Kde 一 | ,Kao 
Mi 


面 (4, 26) 式 末端 在 e-»0 时 正 是 ar 2 《 见 (4.23) 式 ), 因 此 


于 | 。 Kdo = 1,. (4. 27) 

上 式 的 左边 与 切 矢量 场 久 无 关 . 我 们 在 流 形 村 上 造 一 个 特 

殊 的 切 矢量 场 , 取 MM 的 一 个 三 角 训 分 (因为 M 是 紧 致 的 , 它 是 可 

剖 的 ), 造 光滑 的 切 矢 量 场 瑟 ,使 它 以 上 述 齐 分 的 各 维 面 的 重心 

为 奇 点 ,并 且 使 它 在 二 维 面 、 一 维 面 及 等 维 面 的 重心 处 的 指标 分 别 
是 十 1, 一 1 和 十 1( 如 图 11 所 示 ). 因此 

> 太一 了 一 e 十 一 XUD)， (4. 28) 
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大 申 六 ep 分别 是 凡 的 剖 分 的 二 维 面 .一 维 面 和 零 维 面 的 个 数 . 
所 以 


1 _ 
| Kdo 一 xCM). 


在 上 面 的 证 明 中 我 们 已 经 得 到 Hopf 的 指标 定理 

系 ” 设 在 紧 致 的 定向 的 二 维 葡 曼 流 形 上 有 一 个 光滑 切 天 量 
场 ,其 奇 点 个 数 有 限 , 则 它 在 各 奇 点 的 指标 和 等 于 该 流 形 的 Euler 
示 性 数 . 

注 记 由 上 面 的 系 可 知 , 紧 致 . 定 问 的 二 维 沧 滑 流 形 上 有 处 处 
非 零 的 光滑 切 矢 量 场 的 必要 条 件 是 ; 该 流 形 的 Euler 示 性 数 为 
零 , 反 过 来 ,由 二 维 流 形 的 分 类 ,如 果 一 个 紧 致 ,定向 的 二 维 光滑 流 
形 的 Euler 数 是 零 , 则 它 必 可 微 同 胜 于 环 面 ,因此 , 必 有 处 处 非 零 
的 光 清 切 矢 起 场 . 

Gauss-Bonnet 公式 可 推广 到 带 边 界 的 情形 . 设 和 是 对 上 一 
条 光滑 曲线 ,a 是 CC 的 单位 切 矢 量 , 取 CC 的 单位 法 矢量 as ,使 fai， 
ai} 决 定 的 定 问 与 MM 相符 .因为 Dai 和 as 共 线 , 故 可 设 


,二 了 “daz, (4. 29) 


上 称 为 曲线 局 的 测 地 曲率 . 显然 ,C 是 测 地 线 的 充分 必要 条 件 是 
& 二 1. 
假定 DD 是 定向 的 二 维 歼 曼 流 形 JH 上 的 紧 致 的 带 边 区 域 , 边 
界 3D 由 有 限 包 条 分 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 组 成 , 它 有 从 万 诱导 的 
定 闲 . 设 83D 在 各 角 点 p, 的 内 角 是 a,1 志 ;所 !, 则 有 Gauss-Bonnet 
公式 ( 见 附录 一 ) 
De— a) + | ud 十 gas = 2xX(D), (4.30) 


其 中 态 是 沿 89D 的 测 地 曲率 ,x{DD) 是 区 域 品 的 Euler 示 性 数 ， 
如 果 呈 是 MM 上 的 测 地 三 前 形 ,3D 是 由 三 段 测 地 线 组 成 的 闭 
曲线 , 则 XD) 二 1, 歼 (4, 30) 式 成 为 
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性 上 十 De 十 9 一 不 一 | Ka Cd. 31) 
LL 


这 推广 了 定理 “平面 上 三 角形 的 内 多 和 等 于 180"”, 当 对 是 球面 
时 ,公式 (4. 31) 是 Gauss 得 到 的 ， 

仔细 地 分 析 Gauss-Bonnet 定理 的 证 明 , 不 难 发 现 关 键 是 把 
M 上 的 二 次 外 微分 式 Kdo 表示 成 一 d81,, 而 后 者 是 在 MM 的 标 架 从 
上 考虑 的 ,也 就 是 在 4 的 球 从 CM 的 单位 切 矢 量 构成 的 纤维 从 ) 
上 考虑 的 , 这 样 ,原来 在 M 上 的 积分 就 转换 成 在 球 从 的 截面 上 的 
积分 ,然而 球 丛 的 截面 ( 即 单位 切 矢 量 场 ) 未 必 存 在 ,于 是 通过 
Stokes 定理 化 为 绕 奇 点 的 积分 ,得 到 矢量 场 在 奇 点 的 指标 . 上 面 
的 想法 在 证 明 高 维 流 形 上 的 Gauss-Bonnet 定理 时 得 到 充分 的 体 
现 ， 

设 M 是 2n 维 紧 致 的 定向 黎 曼 流 形 . 设 {e ,1 所? 谤 2n}) 是 局 部 
的 单位 正 交 标 架 场 ,对 侦 标 架 场 是 {@,1<<i 志 2n) ,联络 形式 和 曲率 
形式 分 别 是 ow, 和 1 考虑 2 次 外 微分 式 


1 Hin) ， 所 四 和 2 1 9 4. 32) 
上 了 34 上 各 


2 Lr 
则 总 与 局 部 单位 正 交 标 架 场 的 选取 是 无 关 的 ,因而 它 是 在 叶 上 大 
范 男 定义 的 2* 次 外 微分 式 ,2 可 以 记 成 

0 = Kdo, (4. 33) 
其 中 de 一 看-… A B。 是 M 的 体积 元 束 ,KK 是 M 的 Lipschitz- 
Killing 曲率 


= 1) 


(4, 34) 


2 (2n)"n ! 9 1in7an 一 ys 
Gauss-Bonnet 定理 说 
| .Kao = xc (4. 35) 


证 明 这 个 定理 的 关键 是 在 M 的 球 从 (M 的 单位 切 矢 其 构成 的 绎 
维 从 ) 上 把 外 微分 式 旧 表 成 一 个 2 一 1 次 外 微分 式 卫 的 外 微分 : 
一 di. (4. 36) 


其 详细 的 证 明 可 见 S, S. Chern,“A simple intrinsic Procf of the 
Causs_Bonnet formula for closed Riemannian tmanifolds” ，4zm， 


of Math., 45 C1944), 747~752. 
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六 章 ” 李 群 和 活动 标 架 法 


8$1 李 群 


实数 咸 有 搬 丰 富 的 结构 ,一 方面 它 有 代数 结构 ,可 以 进行 胃 、 
碱 、 乘 , 除 等 四 则 运算 ; 另 一 方面 它 有 拓扑 结构 和 微分 结构 ,可 以 进 
行 连 续 性 和 可 微 性 的 讨论 . 本 节 要 讨论 的 李 群 就 是 群 的 结构 和 微 
分 结构 的 复合 体 , 在 这 里 我 们 只 简单 地 介绍 李 群 及 其 李 代 数 的 一 
些 基 本 概念 . 

定义 1.1 设 如 是 一 个 非 空 集 合 . 如果 

(1 人 是 一 个 群 ( 群 的 运算 记 作 乘法 )， 

(2) C 是 r 维 光 评 该 形 ; 

(3) 道 射 fr: G ~ 全 ,使 zf(g) 一 ge 以 及 习 法 运算 gq; G XG 
G, 使 PEI BE2) EL 82; 都 是 光滑 映射 , 则 称 避 是 一 个 > 维 李 群 . 

因为 荆 =id: G 一 G( 即 rg) 二 g), 所 以 道 射 r 是 G 到 自身 
的 可 微 同 胚 . 另外 ,上 G 还 有 右 移动 和 左 移 动 两 组 可 微 同 胚 ,定义 如 
下 : 设 gEG,g 在 GG 上 产生 的 有 移动 是 尺 : G 一 GG, 使 


RX) = ME) 一 并 BE! C1.1» 
左 移动 是 Le: GG 如 ;使 
Lx) = grXT) sr. cl. 2 


下 为 二 的 逆 映 射 是 过 一 ,Re 的 逆 映 射 是 尺 . 一 ,所 以 了 和 Rs 都 是 
G 到 上 自 号 的 可 微 同 腑 ， 
例 1 Rr" 关 于 矢量 加 法 成 为 一 个 维 李 群 . 


例 2 + 维 环 群 六 . 
在 于 中 取 一 个 线性 无 关 的 笑 量 ei,1 志 ?过 nn, 它 们 生成 的 格 是 
也 一 (Dae, a € 2| 一 2， (1. 3) 
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这 是 加 法 群 ,是 rr 的 子 群 . 环 群 7" 是 商 群 R"/LZ, 在 拓扑 上 它 是 
维 环 面 ,所 以 它 是 xn 维 紧 致 李 群 ， 
若 G, ,Gs 是 两 个 李 群 ,在 积 流 形 G1 XG 上 定义 运算 如 下 ; 设 
《ae CB ba) EG XO, 人 HM 
Cg) * (bbs) = Ca ba * boy) (1. 4) 
则 GG 关于 运算 (1. 4) 成 为 一 个 李 群 , 称 为 李 群 Gl 和 G; 的 直 
自然 ,一 维 环 群 7! 可 以 看 作 平 面 瑟 上 的 一 个 圆周 S'= {e™'} 
兰 吕 /ZL ,所 以 二 维 环 群 就 是 ”个 圆周 的 直 积 ， 
和 XXX) (1. 5) 
例 3 一 般 线 福 群 GL (x;R)y 和 GL(n;C). 
GL (nj;R) 是 nxn 阶 非 退 化 实 和 矩阵 所 成 的 集合 , 群 运算 是 看 阵 
的 乘法 . 因为 GL(e; 员 ) 是 如 中 的 开 子 集 , 因 而 它 有 从 Rr 诱导 的 
微分 结构 . 设 
A= AD), B= (BD) € GL ;RR), 


则 
(A* B= 和 (1. 6) 
=1 
右 症 是 和 矩阵 妇 4 和 B 的 分 其 的 多 项 式 ,所 以 外 射 
FCAB)=A*.B 《1. 7) 


是 光滑 的 , 此 外 ,A 站 1 的 元 素 是 分 量 4 的 有 理 分 式 ,所 以 逆 射 也 是 
光滑 的 ,因此 GL(n;R) 是 李 群 . 

同样 ,nxn 阶 非 退 化 复 矩 阵 所 成 的 乘法 群 GLCnsC) 是 2m? 维 
李 群 . 

例 4 GLI1;C) 是 非 零 复数 构成 的 飞 法 群 , 又 记 作 和 .在 拓 
扑 上 CC* 和 丸 一 {0} 是 一 致 的 ,其 元 素 zc 十 iy 的 坐标 是 (x,y), 因 此 
C “是 二 维 光 滑 流 形 ， 

设 ze 一 zeo 十 iysye 一 1,2，zo 关 0, 它 们 的 乘法 用 坐标 表示 则 是 

(TN (zs3s) = Tre 一 yy ye 十 Ta) (1.8) 
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元 素 x 一 z+ 十 iy 的 逆 蚌 


-1 | 之 | 《1.9) 
{CTYy) 二 2 十 3 


显然 乘法 运算 和 闭 射 都 是 光滑 的 ,C "是 二 维 李 群 . 

例 5 设 忆 是 李 群 ,了 是 G 的 子 群 .如 果 互 是 上 的 正则 于 流 
形 . 则 可 证 明 : 映射 

Plu HXH~HCG, 
rix: HHCG. 

都 是 光滑 的 (请 读者 自 证 ,可 参阅 参考 文献 [3, 第 83 页 ])， 

设 

SLinyR) = {A| € GL(n;R) ,det A = 1}, 
OR) = {A| €E GLOnyR) ,A A = 1), 

其 中 了 宕 示 单 位 矩阵 , 即 GL (in;R) 的 单位 元 素 . 则 SL (nn; 丰 ) 和 和 
Da 及) 都 是 GL (ns;R) 的 子 群 ,并 且 是 GLtn;R) 的 正则 子 流 形 ， 
所 以 它们 都 是 李 群 .SL(a; 品 ) 和 O 〇 ns) 分 别称 为 特殊 线性 (或 么 
模 )? 群 和 实 正 交 群 . 

设 G 是 + 维 李 群 ,单位 元 素 是 e. 因为 对 每 一 个 <EG,R: 是 
避 到 上 自身 的 可 微 同 及 , 且 R14a)==e ;所 以 切 上 映射 (R,-),; Gu 一 GG, 
是 线性 同 构 ,这 里 G 表示 流 形 G 在 点 4a 的 切 空间 . 设 呈 EG,, 命 

WK) = (R,-1) 大， {1.10) 

则 w 是 定义 在 G 十. 取 值 在 GG 中 的 一 次 微分 式 , 称 为 李 群 6G 的 右 
基本 微分 式 , 或 Maurer-Cartan 形式 . 若 在 G. 中 取 定 基底 8 ,1 所; 
志 r, 则 可 命 


w= D0, (1.11) 


其 中 ww (1 志 1 志 7?) 是 李 群 G 上 vr 个 处 处 线性 无 关 的 一 次 微分 式 . 

现在 我 们 求 wi 的 坐标 表达 式 . 分 别 取 点 与 < 的 局 部 坐标 系 
(zz ,因为 8 的 连续 性 , 当 忆 充分 小 时 必 有 aa 的 邻 域 
了 所 多 ,使 得 UX W)CW. 到 3 一 党 | :全 
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ge ee et | de 


Pp' (zy) = Yy ° HT), {Ty EU x WW. 
那么 线性 同 构 ( 民 。) ， 于 人 一 CG 由 下 式 给 出 : 
_ a Op (ra) .9 
(Re) .6 = 2 Br | By 
因 次 (RR. 一 1)，。 (RD, 二 过 Go G.; 所 以 


(1. 12)» 


疝 


CR.-D 。 3 = 1hi(a)6)， 
器 721 


其 中 矩阵 (4 4a)) 是 | 2 42 | | 的 着 第 阵 . 因此 


vw 一 > ady. (1. 13) 


jml 


从 表达 式 可 知 wi 是 光滑 的 一 次 微分 式 . 
定理 1.1 设 o:G 一 GG 是 光滑 映射 .是 李 群 G 的 右 移动 的 
充分 必要 条 件 是 : 它 保持 右 基本 微分 式 不 变 , 即 
J 
证 明 设 o 是 右 移动 R.,xEG, 则 对 任意 的 六 EG 有 
(RA) "wlXY= wllR). XK) 
= (Rosi) °° (CR) ,KX 
一 《RD .XK = wl(X), 
所 以 
(CRW ww., (1.14》 
反 过 来 ,假定 保持 右 基 本 微分 式 不 变 . 因为 Pfaff 方程 组 
wa) = wpb), {a ECGXC1 RiCr, (1.15) 
在 访 形 GxG 上 决定 了 一 个 + 维 平面 场 , 因 此 它 的 > 维 积分 流 形 
是 唯一 的 . 现在 ,映射 c: G 一 CG 保持 右 基本 微分 式 不 变 . 所 以 
w(K) = wlo ,XX), 
其 中 XEGo. 久 EGiw: 这 说 明 映 射 z 给 出 了 方程 组 (1. 15) 的 ， 
经 过 点 le,ole)) 的 7 维 积分 流 形 . 此 外 右 移动 R,,, 也 给 出 了 满足 
相同 初 条 件 的 ~ 维 积分 流 形 , 所 以 由 唯一 性 得 
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如 一 Ro,. 
因为 4。o" ==a*。d( 第 二 章 定理 2.6), 所 以 dw 仍 在 右 移动 
下 不 变 . 若 命 


mk=1 1.18) 
cn 二 ci 二 0. 
因为 w 和 de: 都 是 右 不 变 的 ,所 以 cx 是 常数 , 称 为 李 群 G 的 结 
构 常 数 .方程 (1. 16) 称 为 李 群 6 的 结构 方程 ,或 Maurer-Cartan 方 
程 ， 
定理 1.2 ”结构 常数 ci 适合 Jacobi 便 等 式 


Do Coch + cei + crch) = 0. (1.17) 
1=] 
证 明 外 微分 (1.16) 式 得 
0 一 一 Dder A et — a A do) 
了 


la 
| 


= Dc AwAw 
ht 
一 于 >, eh 十 cc 十 CY ch Ye Aw hw, 


起 ,= 1 J 一 1 


而 括号 内 的 式 子 关 于 不 下 光 是 反对 称 的 ,于 是 得 到 (1. 17) 式 . 

注 记 结构 常数 的 重要 性 在 于 决定 了 局 部 李 群 的 结构 . 所 请 
局 部 李 群 V 是 一 个 光滑 流 形 ,并 且 对 某 个 元 素 eEV, 有 一 个 从 
(e,e) 在 VxXV 中 的 邻 域 玉 到 的 光滑 映射 , 记 作 (zy)hrz。 
y, 它 满足 下 列 条 件 : 

(1) 省 (e 切 乓 厂 , 则 e。y 一 站 车 (ze 和 本 ,也 有 >。 已 一 二 

(2) 若 (z yD) yz Cr yy) ry I EW,N 

(T+ yz 二 Cy + 2). 
元 素 e 称 为 局 部 李 群 V 的 单位 元 素 . 

局 部 李 群 和 李 群 的 区 别 在 于 它 的 乘法 只 定义 在 单位 元 素 e 的 
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近 旁 . 好 然 李 群 也 是 局 部 李 群 , 对 于 局 部 李 群 同样 可 定义 Maurer- 
Cartan 形式 和 结 桔 常数 . 我 们 有 下 面 的 
定理 1.3 若 壮 个 常数 cx 满足 条 件 


ci 二 cw 二 0 
- (1.18) 
SY echt each + cich) 一 0， 

则 存在 = 维 局 部 李 群 Y 以 c 为 结构 常数 ,而 且 任意 两 个 这 样 的 局 


部 李 群 是 同 构 的 (定理 的 证 明 可 参阅 参考 文献 [9])， 
定 光 1.2 设防 是 李 群 G 上 的 光滑 切 和 拓 量 场 . 若 对 任意 的 a 


EG 都 有 
(R,}, 卫 二 久 ， (1. 19) 
则 称 及 是 G 上 的 右 不 变 舌 量 场 . 
任意 取 切 矢量 天 .€€G., 命 
Xs, = (CR) ,KX,, (1. 20) 


则 得 GG 上 的 光滑 切 矢 量 场 区 . 显然 , 右 基 本 微分 式 中 在 X 上 的 值 
是 常 值 , 即 
w(XY) = 及 ,. (1. 21) 
由 定理 1.1 得 
wR) = CR) wR) 一 wl(R,) ,XNX), 
所 以 
(RY ,X= X, 
即 ( 忆 .20) 式 所 定义 的 切 矢 量 场 是 右 不 变 矢 量 场 . 

用 X; 表 % 孙 EG 经 过 右 称 动 产生 的 右 不 变 矢 拱 场 , 则 
XA(lEiEr) 是 G 上 处 处 线性 无 关 的 切 矢 量 场 ,而 县 恕 上 任意 一 
个 右 不 变 矢量 场 必 是 X; 的 常 系数 线性 组 合 , 因此 G 上 右 不 变 矢 
量 场 的 集合 构成 > 维 矢量 空间 ., 记 作 多 , 它 与 G. 是 同 构 的 ， 

由 (1. 21) 式 得 

wt) = ， 
即 
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WK) = (Xj = Hi, (1. 22) 
所 以 石 基 本 微分 式 wi (1 所 1 所 7) 和 右 不 变 矢 量 场 六,(1 志 7 所 7r) 愉 好 
构成 李 群 G 上 彼此 对 侦 的 余 标 架 场 和 标 架 场 . 因此 ,(? 上 的 切 矢 
量 场 和 是 右 不 变 的 充分 必要 条 件 是 : 右 基 本 微分 式 在 革 上 的 值 
是 常数 ， 
定理 1.4 若 式 了 是 G 上 的 右 不 恋 矢 量 场 , 则 [和 ,7] 仍 是 CC 
上 的 右 不 变 矢 量 场 . 
证 明 根据 第 三 章 定理 2. 3， 
dear (XY) = XY ,wy ~— YX, — [X,Y], wy). 
‘1]. 23) 
从 结构 方程 人 1. 16) 得 到 


dow (KR,Y)=— Doe A 二 (各 ,了 ) 
了 业 一 工 


一 一 > wr CX (YT), 
j=1 
因为 和 ,7Y 是 右 不 变 矢 量 场 ,所 以 
uCXY) = const, wlY) = const . 


于 是 由 (1. 23) 式 得 到 
w([XT]) = Dc XIwYF) = const, (1.24) 
Ti 上 二 1 


这 意味 着 [X,Y] 是 右 不 变 的 ， 

定理 1. 4 说 明 , 光 滑 切 矢量 场 的 Poisson 括号 积 在 多 中 是 封 
闭 的 ,因此 定义 了 多 中 的 乘法 运算 , 这 种 乘法 运算 满足 下 殉 条 件 
(第 一 章 对 4): 

《1) 分 配 律 

[eax 十 GaNasY | 一 ai 下 1] 十 Qs,Y |]; 
C2) 反 交 换 律 
[X,Y] 一 一 [Y,X]; 
(3) Jacobi 恒等式 
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[X,Y,Z] 十 [7,[2, 十 1LZ, [和 7 了 = 0. 

一 个 维 实 矢量 空间 如 果 有 满足 分 配 律 , 反 交换 律 和 Jacobi 
恒等式 的 乘法 运算 , 则 称 它 是 一 个 = 维 李 代数 . 例如 : 三 维 欧 氏 空 
闻 关 于 矢量 的 叉 乘 成 为 一 个 三 维 李 代数 ; 流 形 M 上 全 体 光 滑 切 天 
量 场 关于 Poisson 括号 积 成 为 无 限 维 李 人 代数. 这样, 定理 1.4 说 明 
李 群 G 上 全 体 右 不 变 矢 量 场所 构成 的 矢量 空间 多 是 一 个 > 维 的 
李 牧 数 . 我 们 把 李 代 数 多 叫做 李 群 G 的 李 代 数 . 

李 和 群 的 结 枸 常数 给 出 了 李 代 数 多 的 乘法 表 . 实际 上 ,由 
(1. 24) 式 得 到 

ow ([X,, Xi 一 ch 
所 以 


[X, X= > et 各 (]. 25) 
r=1 


结构 常数 ci 关于 下 指标 的 反对 称 性 和 Jacobi 恒等式 对 应 于 括号 
积 L ，j] 满 足 反 交换 律 和 Jacobi 恒等式 . 因此 ,如 果 命 


[6,,6] = ci， (1. 26) 
1 一 1 


则 CC. 也 成 为 > 维 李 代 数 . 这样,G, 和 多 作为 李 代 数 是 同 构 的 . 通 
常 也 把 G, 关于 (1, 26) 式 定义 的 乘法 构成 的 李 代数 叫做 李 群 妇 的 
李 代 数 ， 

注 记 完全 类 似 地 可 以 讨论 李 群 G 上 的 左 基本 微分 式 名 和 
左 不 变 矢 量 场 , 设 


六 一 >》 v6,, 《1. 27) 
且 X; 是 5 经 左 移 动产 生 的 左 不 变 矢量 场 ,那么 


BKR,) — (Kj,m') = 61. (1. 28) 
设 结构 方程 是 


| ] ey ，_ _ 
di 忆 ' 二 一 一 Ci 全 A wt, 《1. 29) 
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则 


[ 芝 ;), 区 1] 二 ye XX,. (1. 30) 
i=1 
经 过 简单 的 计算 可 知 ,结构 常数 和 ci 只 差 一 个 符 导 , 即 
2 一 一 co (1. 31) 


( 留 给 读者 证 明 ). 

要 注意 的 是 ,利用 右 不 变 矢量 场 的 括号 积 和 左 不 变 矢 量 场 的 
括号 积 在 G. 上 定义 了 两 个 乘法 运算 ,分别 记 作 [ ， 二 和 [ ，j, 即 
[8 人] 和 一 [站 
[6,6;]# 一 [合生 由。 

由 (1. 31) 式 得 知 , 这 两 种 运算 差 一 个 符号 ， 
[6,6, 1 =— L606, J#. (1. 33) 

本 书 把 C 叫做 李 群 的 G 的 李 代数 时 ,其 乘法 运算 是 人 1. 26) 式 给 出 
的 , 即 用 的 是 [ ,jw. 

例 6 计算 一 般 线 性 群 GL Gn; 有 R) 的 结构 常数 

GLtn; 民 ) 的 元 素 是 nxn 阶 非 退 化 的 实 矩 阵 . 设 4= (47) 
GL Cn 则 A117 ,Jj 所 Rn) 是 流 形 GL(n;R) 上 的 举 标 系 ,所 以 
da:(1 入 yj 所 1#) 给 出 了 GL (tn;R) 上 的 余 标 架 场 ,dA 一 (dA 站 ) 是 
GL(n;R) 在 点 A 的 任意 的 切 拓 量 . 所 以 GL (n;R) 的 石 基 本 微分 
式 是 


(1, 32) 


w= dA. A-, (1. 34) 
外 微分 (1. 34) 式 ,得 

dw —~— dA AdAl=whw. (1. 35) 
用 外 (rr;R) 记 李 群 GL(n ;RR) 在 单位 元 素 I( 单 位 和 矩阵) 的 切 空 
间 , 这 是 ww? 维 矢量 空间 严 ,其 元 素 是 xn 阶 实 矩 阵 , 在 这 种 表示 
下 ,gl 可 的 基 说 是 本 ,TSE isn 其 中 E! 表示 在 第 ; 行 .第 i 列 

交 丸 处 的 元 素 为 1 ,其 余 元 素 是 零 的 anXn 阶 和 矩阵, 因此 可 命 
w= DE = (en). (1. 36) 
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由 (1. 35) 式 得 


上 一 ] 
一 SY C080’ — 60768), A wo, 
rr +3=] 
所 以 李 群 GL(n;R) 的 半 构 常数 是 
cn = — O08 + O007, C1. 37) 
李 代 数 gl(n ;及 ) 的 乘法 表 是 
[有 有] 一 OtE' 一 HE?. (1. 38) 


设 4,BEgltm;R), 用 分 量 表示 是 
= (4) = > A E!, 


1s=1] 


ro 1 


根据 {1. 38) 式 则 得 
[A,B8]=B.A—A.:8B, (1. 39) 

定义 13 设 G, 瑟 是 两 个 李 群 .车 有 光滑 映射 六 HxG, 它 
又 是 群 的 同 态 , 则 称 f 是 从 李 群 五 到 的 同 访 .车 还 是 可 微 同 
古 , 则 称 是 李 群 瑟 到 避 的 同 构 . 

定理 1.5 设 f: >G 是 李 群 玉 到 G 的 同 态 , 则 在 它们 
的 李 代 数 之 间 诱 导出 向 态 f, :22 一 名. 如果 f 是 李 群 的 同 构 , 则 
了 :是 李 代 数 的 同 构 . 

证 明 用 .f, 表 示 光 滑 映射 的 切 映 射 ,首先 我 们 证 明 f ,把 
李 群 如 上 的 右 不 变 矢量 场 映 入 到 李 群 G 的 右 不 变 矢 贡 场 . 任 取 
及 .EH,; 命 

Ys 一 了 和 EC， 
其 中 是 五 的 单位 元 素 ,z 一 Ke) 是 G 的 单位 元 素 . 命 廊 ,Y 分 别 
是 X. 和 六 ;在 各 自 的 李 群 上 生成 的 右 不 变 矢量 场 , 则 对 任意 的 a 
EH, 有 
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fx 一 f° (CR) KR. = (Ri), °° ff,X, = Ys, 

其 中 二 = re)， 因此 已 上 的 右 不 变 矢 量 场 在 ,下 的 像 可 以 拓 广 
成 G 上 的 右 不 变 拓 量 场 ,我 们 把 这 种 对 应 仍 记 必 六 : 巡 一 光 ， 

此 村, 切 上 映射 f. 和 Poisson 括号 积 是 可 交换 的 ,所 以 对 大 ， 
天 :所 民有 

ff [XK] = [YYsJ]s, a€EH, 

其 中 了 是 由 ,XX, 在 G 上 拓 广 所 成 的 右 不 变 矢 基 场 .所 以 入 ， 
2 一 儿 必 李 代数 的 同 态 ， 

当 了 是 李 群 的 同 构 时 ,了 ， 也 是 可 道 的 ,所以 fs : 2 到 是 李 
代数 的 同 构 . 

定 兴 1.4 设 五 ,G 是 两 个 李 群 ,五 CG. 如 果 

(1 五 是 下 的 子 群 ; 

《2) 和 嵌入 映射 刘 : 五 一 C 是 子 流 形 ， 
则 称 五 是 CG 的 字 子 群 . 

在 例 5 中 已 经 提 到 ,如果 互 是 李 群 6 的 正则 子 流 形 , 而 且 互 
是 白 的 子 群 , 则 万 必定 是 李 群 ,入 而 是 G 的 李子 群 . 如 SLCn ;六 ) 
和 Qn; 都 是 GL(n;R) 的 李子 群 . 但是, 一般 说 来 李 群 G 的 李子 
群 五 不 必 是 如 的 正则 子 流 形 ， 

例 7 设 G=T?. 取 无 理 数 a, 命 

H= {Gat € R}/L, 

其 中 工 一 {ni ynz) ym 七 Z}, 则 如是 G 的 李子 群 ,但 是 五 不 是 G 的 
正则 子 流 形 ， 

根据 定理 1.5, 因 为 嵌入 映射 这, 五 -*G 是 李 群 的 同 态 , 因 此 
它 诱 导出 李 人 代数 2F? 到 号 的 同 态 , 因为 太 . 是 G. 的 子 空间 ,所 以 
G. 中 的 李 代 数 乘法 (1. 26) 限 制 在 百 . 上 是 封闭 的 . 

一 般 线性 群 是 典型 的 李 群 , 它 的 结构 已 在 例 56 作 了 计算 . 因 
此 ,我 们 经 常 通过 一 般 线性 群 来 研究 李 群 . 设 G 是 * 维 李 群 ,我 们 
把 李 群 G 到 GL(n; 有 R) 的 一 个 同 态 称 为 李 群 G 的 一 个 zz 次 表示 .每 
一 个 r+ 维 李 群 都 有 一 个 自然 的 + 次 表示 一 一 伴随 表示 . 
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设 XE€G, 命 
og) = rer i =, Ri(g), (1. 40) 
则 as 是 李 群 G 的 自 同 构 , 称 为 G 的 内 自 同 构 . 根据 定理 1.4,az 的 
切 上 映射 (a.) ,给 出 了 李 代 数 Ce 的 自 同 构 . 记 
Ad{r) = (to, G.— 0.. (C1. 41) 
Ad(z) 是 作用 在 线性 空间 C. 上 的 非 退 化 线性 变换 ,所 以 , 它 是 
GL(r;R) 中 的 一 个 元 素 , 于 是 得 到 映射 
Ad; G— GL (Cr;R), 
显然 Ad 是 群 的 间 态 . 因为 任 取 x,y€G, 则 
Ad(r :y= (a). 
= (a ? 0) = Ad(r) o Ad(y), 
者 用 局 部 坐标 表示 ,Ad 是 用 局 部 坐标 的 光滑 函数 给 出 的 ,因此 
Ad: C-GLCn3 六 ) 是 李 群 的 同 态 ， 

定义 1.5 用 (1. 41) 式 给 出 的 率 群 的 同 态 Ad; G 一 GL(r;R) 
称 为 > 维 李 群 G 的 伴随 表示 ， 

由 定理 1. 5, 伴 随 表 示 Ad: G->GLri 如 ) 的 切 映射 诱 导出 李 
代数 CG. 到 glCr; 吕 ) 的 同 态 ad, 称 之 为 李 群 G 的 率 代 数 G. 的 伴随 
表示 . 这 时 ,gl(r;R) 看 作 G, 到 自身 的 线性 变换 的 集合 . 对 于 任意 
的 和 ECG, 则 ad(X) 是 作用 在 G. 上 的 线性 变换 . 在 下 一 节 要 证 明 ， 

ad(X)} :Y=— [X,Y]. (1. 42) 


$ 2 李 氏 变换 群 


变换 群 在 几何 中 是 十 分 重要 的 , 根据 Klein 的 观点 ,几何 学 研 
完 的 对 象 正 是 图 形 在 一 定 的 变换 群 作用 下 保持 不 变 的 性 质 ; 由 于 
所 考虑 的 变换 群 不 同 ,就 有 欧 氏 几何 , 仿 射 几何 和 射影 几何 等 各 种 
不 辐 的 几何 学 . 李 群 在 流 形 土 的 作用 , 即 所 请 的 李 氏 变换 群 则 是 上 
述 典 型 变换 群 的 推广 ,这 对 近代 微分 几何 学 产生 重要 的 影响 . 
定义 2.1 设 好 是 六 维 光 滑 流 形 . 若 有 光滑 映射 p; RX AM- 
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M 训 ,对 尾 意 的 Gp)ERXM, 记 
PP) 一 Ftp), 
它们 满足 下 列 茶 件 ， 
{1} gatp) =p; 
C2) 对 任意 的 实数 st， 9 ?9 一 Pt， 
则 称 R 光滑 地 (让 ) 作 用 在 流 形 M 上 ,或 称 gy 是 作用 在 M 上 的 单 
参数 可 微 变换 群 . 
显然 ,pg,: M 一 M 是 光滑 映射 .根据 上 面 的 茶 件 立即 可 得 2 
一 p_,, 即 每 一 个 9 都 是 可 道 的 ,所 以 g, 是 M 到 自 映 的 可 币 同 胚 . 
取 EM, 命 
tt = Pp {2.1) 
则 7Y, 是 轩 上 通过 点 p 的 一 条 参数 曲线 ,叫做 单 参 数 变换 群 9, 通 
过 点 户 的 轨 线 . 
车 用 好 表示 轨 线 7 在 点 四 即 t 一 0) 的 切 拓 量 , 于 是 得 到 流 
形 好 上 的 切 矢量 场 开 , 称 为 单 参数 可 微 变 换 群 史 .在 AM 上 诱导 的 
切 矢 量 场 . 显然 下 是 光滑 的 , 设 是 MM 上 的 光滑 函数 , 则 
RP)= Xf 
J FO — fp) 
一个 让 
ft, P)) CO— fp) 
1 
所 以 了 Xf 是 M 上 的 光滑 函数 ,这 就 证 明了 芭 的 光滑 性 , 要 紧 的 是 ， 
轨 线 7 是 切 矢 量 场 区 的 积分 曲线 , 即 在 轨 线 为 上 任意 一 点 4 二 
Yl(s) ,及 正 是 轨 线 7Y, 在 1=s 处 的 切 矢 量 , 实际 上 ,因为 为 (一 
YC 十 5)， 所 以 


(2. 2) 


Yt)— gqg ji Yt 5s) CO— Ys) 


,= lim (2. 3) 
Pai | rE P| 下 
从 (2. 3) 式 得 到 
x f= tim Ftp) 一 了 Ce 
于 一 二 向 
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fp) f+ pp) 
一 ]im 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
了 下 i1 
一 tf Pp,) 一 (CCP), ,fF, 
即 
(9 )》 及 一 ye (2.4) 


反问 题 是 : 在 M 上 给 定 一 个 光滑 的 切 矢 量 场 苹 ,是 否 存在 M 
的 单 参数 可 微 变换 群 g,, 使 X 是 yp, 所 诱导 的 切 矢 量 场 ?换血 话说 ， 
切 天 其 场 苹 尽 否决 定 一 个 单 参数 可 微 变换 群 ? 定理 2. 1 回答 了 这 
个 问题 . 

定义 2.2 设 忆 是 光滑 流 形 M 的 一 个 开 邻 域 .车 有 光滑 映射 
?9: (一 EE) XU>MM, 对 任意 的 pEU, |t|<e,i 记 pp)= 二 g(t,p), 它 
们 满足 下 列 条 件 ，; 

(1) 对 任意 的 pEU ,po(p)=p; 

(2) 大 |s| < |t | 过 es |t 十 s | <; 并 目 pq,(p) EU, 则 

Pp) 一 六 四) 
那么 g, 叫做 作用 在 辟 上 的 局 部 单 参数 变换 群 . 

局 部 单 参 数 变换 群 p, 同样 在 U 上 诱导 出 光滑 的 切 和 撩 量 场 . 设 
PEU, 取 卢 的 局 部 坐标 系 (V;z) ,VCU. 由 于 映射 w 的 光滑 性 ,只 
要 取 充 分 小 的 <8, 则 当 |i|< 之 so, 总 是 有 gC(p)EV, 从 (2.2) 式 可 
得 


[a 如 
驮 ,一 Dx E (2.5) 
其 中 
dr (FY, (7)) 
一 一 一 | _ (2.8) 
在 p 和 g=7,ts) 都 属于 VV 时, 我们 也 有 
山 ps! 
,一 [六] ， (2. 7) 
其 中 
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dr 人 D) 
X 一 一 | 
定理 2.1 设 和 是 定义 在 上 的 光 请 切 矢 量 场 , 则 在 任意 一 
点 hp EM 存在 一 个 邻 域 UU 和 作用 在 上 的 局 部 单 参数 变换 群 mw， 
1<s, 使 得 和 ju 恰 是 关 在 习 上 所 诱导 的 访 矢 址 场 . 
证 明 取 户 的 一 个 局 部 党 标 系 (7ir) ,考虑 党 微分 方程 组 


(2. 8) 


由 2 ， . 
di 一 个 1 2 和 mm， {2.9) 
其 中 X' 是 切 矢 量 场 X 关 于 自然 基底 { 志 ;,1<i<<m | 的 分 基 , 即 
yo 
X= 2X 3 


根据 常 微分 方程 的 理论 ,存在 & 半 0 及 户 的 邻 域 CCY ,使 得 对 任 
意 一 点 EU 方程 组 (2. 9) 有 唯一 的 一 条 积分 曲线 x, (2 (| | 二 
E1 ) 通 过 点 d+ 即 它 满足 干 列 方 程 各 初始 条 件 : 


dx (fF) 
Kr), lt <a,l im, 


{2.10) 
X00) = 4， 
并 且 解 zt) 对 (i,qg) 是 光 清 依赖 的 . 命 
pt) 一 Pt 一 TEL cs (2.11) 
则 9 是 从 (一 sexft7 到 M 的 光滑 映射 .现在 要 证 明 这 是 局 部 单 
参数 变换 群 ， 

设 | 引 <e rie 1 十 # | 过 8 并且 gC9)EU. 因为 x(t 十 
5) 和 和 zx, wt) 都 是 方程 组 (2. 9) 的 ,通过 zo(s) 一 ,49) 的 积分 曲线 ， 
于 是 根据 解 的 唯一 性 得 到 

Pts td) = Tolt tt 5) = rp (t) = Pi * PAq), 
所 以 9 是 诱导 出 Xv 的 局 部 单 参 数 变换 群 . 
设 在 p 点 ,六 , 关 0, 则 根据 第 一 章 定理 4.3, 在 点 记 附近 存在 局 


部 坐标 w， 使 得 X 一 :1, 这 时 局 部 单 参数 变换 群 p, 有 特别 简单 的 
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表达 式 ， 
Puls ) = uy" ), 《2. 12) 
即 mw 表现 为 在 坐标 的 空间 中 沿 wl- 曲线 的 平移 . 

注 记 显然 ,方程 组 C2. 9) 与 局 部 坐标 的 选择 无 关 . 如 果 有 了 羡 
个 坐标 域 V ,Vs, 和 它们 的 奖 六 门 Vi; 不 是 空 集 , 且 有 局 部 单 参数 变 
换 群 pg:” 和 gr'” 分 别 必 用 在 V 和 WV; 上 ,但 是 它们 是 由 同一 个 光 
滑 切 笑 量 场 区 决定 的 , 则 由 方程 组 (2. 9 的 解 的 瞧 一 性 叮 知 ,py 
和 qs” 在 VMNv, 上 的 作用 是 相同 的 . 

系 设 芒 是 紧 臻 的 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 笑 量 场 , 则 六 在 
MM 上 决定 一 个 单 参数 可 微 变换 群 . 

证 明 由 定理 2.1, 对 每 一 点 p 都 有 一 个 邻 域 UU(p)y 各 正 数 
ep)， 使 得 在 Ul(p)y 上 有 局 部 单 参数 变换 群 mw”. 根据 注 记 ,在 这 
些 U(p) 的 两 两 重 羡 部 分 ,相应 的 局部 单 参 数 变换 群 的 作用 是 相 
间 的 . 因为 M 的 紧 致 性 ,在 {UCp),pEM} 中 必 有 有 限 的 子 居 盖 ， 
设 为 {Ui,1 访 a 所 +} ,相应 的 正 数 记 为 ee 命 e— min ee， 现在 可 以 定 
义 如 下 的 映射 p: (一 e,e) XG; 车 pEU,; 则 命 

Ptsp) 一 pr (pp, |t| < (2. 13) 
要 把 gq 开拓 成 从 RXM 到 MM 的 映射 是 很 容易 的 , 设 i 有 是 任意 实数 ， 
必 有 正 整数 N ,使 |:|/N<<e, 于 是 
Ftp) = Lpunt Cp) 《2. 14) 
与 六 的 选取 是 无 关 的 , 右 端 表示 变换 pw 在 M 上 连续 作用 NN 次 ， 
显然 p: 灵 XM> 对 是 切 矢 量 场 生 所 决定 的 单 参数 可 微 变 换 群 . 
定理 2.2 设 yp 是 作用 在 光滑 流 形 M 上 的 单 参数 可 微 变换 
群 , 区 是 p, 在 对 上 所 诱导 的 切 矢 量 场 . 若 %: MM 是 可 微 同 胚 ， 
则 多 .于 是 单 参 数 可 微 变换 糙 风 。 gq, 。 多 1! 在 M 上 诱导 的 切 矢量 
场 . 
证 明 设 了 是 流 形 M 上 任意 的 光滑 函数 , 则 根据 定义 有 
(pK)F = Xf ° $) 
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d 
一 I/ 晤 Hip py)) |,-， 


= Ff (pe po 1Gp NN, 


好 yy, XX 是 单 参数 可 微 变换 群 多 。 镶 。 锡 :的 通过 点 对 ( 四 的 轨 线 
在 该 点 的 切 和 失 量 ,所 以 yy. 匀 是 。gp,* 站! 在 村上 诱导 的 切 和 天 景 场 . 
定义 2.3 设 钱 是 流 形 M 上 的 光滑 切 天 其 声 . yw ; MM 是 
可 微 同 凸 . 如 果 
.X=X, (2. 15) 
则 称 切 矢 量 场 了 在 下 是 不 变 的 ， 
由 定理 2.2 可 得 到 : 
系 切 天 其 场 XX 在 可 微 同 胚 MM->M 下 不 变 的 充分 必要 条 
件 是 : XX 决定 的 局 部 单 参数 变 挽 群 pg, 和 乡 的 作用 是 可 交换 的 
定理 2.3 设 X, 了 是 流 形 好 上 任意 两 个 光滑 切 矢 基 场 . 若 总 
生成 的 局 部 单 参数 变换 群 是 mw， 出 
[X,Y] = tim 一 (pO.Y ~ im pe YY 一 了 
证 明 我 们 兵 带 证 明 第 一 个 等 号 成 立 . 设 paE 对 ,了 是 定义 在 
点 附近 的 光滑 了 数 . 命 


: (2.16) 


F(t) = fp (pp)). (2. 17) 
因为 
1 
FUD — FO) = | FD 
0 5 
1 
一 | F' (Cu)) ds, 
性 
所 以 
FPPp)) = fp) + talp), (2,18) 
其 中 
四 _ rdfcy cp))! 
gi(p) = | Ca) | ds = | ds, (2.19) 
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并 是 
1 
golp) 一 | PF’ Gu) ods =— 下 人 — Xf. (2. 20) 
忆 各 


将 (2.16) 式 中 间 的 算 子 作用 在 上 上 则 得 


Ca 


YA 了 YT, ley) Cf 9 儿 ) 
= lim : 
i- t 
Y,f Yo | 
=lm limY (8) 


~ XYf) — YX = [X,Y],/. 
因此 
-二 
注 记 1 设 7, 是 单 参数 可 微 变 挽 群 mw 的 通过 点 p 的 轨 线 , 因 
为 gp 把 YY 上 的 点 g= 二 70) = 二 gy( 记 ) 映 到 点 p. 的 此 (pj ,建立 了 
切 空 间 TCM) 到 芽 , (CM) 的 同 构 . 者 Y 是 流 形 MM 的 定义 在 轨 线 7， 
上 的 切 矢 其 场 , 则 (pg) .ys 是 切 空间 了 Cat) 中 的 一 条 曲线 . 定 
理 2.3 说 明 ,[X,Yj。 正 是 这 条 塌 线 在 上 一 0 寻 的 切 矢 其 ,所 以 它 是 
切 天 硬 场 了 沿 扎 的 轨 线 的 变化 率 . 通常 把 (2. 16) 式 右 端的 算 子 称 
为 矢量 场 了 关于 厌 的 李 导 数 , 记 作 LxY. 于 是 定理 2. 3 成 为 
LxY = [X,Y]|. [2.21]) 
李 导 数 的 概念 可 以 推广 到 MM 上 任意 的 张 量 场 . 实际 上 ,映射 
(p.)* 建立 了 余 切 空间 了 ?GD 到 TCM) 的 同 构 , 它 和 ty- 了), 一 起 
在 张 量 空间 之 间 和 定义 了 如 下 的 间 构 瑟 : T'(gp,(p)) 一 T'(p), 使 得 
对 任意 的 vie EE Te (MD ,及 vl ET CM), 有 
Pv CO Ov Ov vu) 
= (pr OD gD) pv DD gv 
(2. 22) 


这 样 ,rzr,5) 型 张 熏 场 上 关于 长 的 李 导 数 工 愤 定 区 为 


。 


一峰 


显然 ,Lxé 仍 是 (7,s) 型 张 量 场 . 

数 起 场 f 关于 切 矢 其 场 站 的 杰 导 数 Lxf 规定 为 关于 对 的 
方向 导数 , 芭 Lxf=Xf. 

注 记 2 外 微分 式 的 李 导 数 是 定义 (2, 23) 的 特例 . 设 w 是 人 
上 的 -次 镍 微分 式 , 则 大 xzo 仍 是 7 次 外 微分 式 , 定 多 为 


PO— tw 


Lxw 一 lim (2. 24) 
不 难 验 证 ,对 于 MM 上 任意 六 人 外 光滑 的 切 天 量 场 YY ye 了 有 
LxetYl se Y,) 


一 有 【of ,aa ,了 7) 


一 - Dw OF, sax, YY,). (2. 25} 


对 于 好 上 的 光滑 切 矢量 场 忒 ,我 们 可 以 定义 如 下 的 线性 算 子 
KX): AM A OM): 
若 r 二 0,i(XX) 在 A*CM) 上 的 作用 规定 为 零 映 射 . 
车 r=1,wE A1(M), 则 命 
1(X)w = w(KX), 《2. 26) 
者 7*>>1, 对 任意 > 一 1 个 光滑 切 矢量 场 Y,…,Y, .1 有 
(ORO YT sn TY) = oY, ,1), {2. 27) 
这 样 ,容易 验证 下 面 一 组 公式 成 立 ， 
C1) Lx ?iCO—iCF) * Lx=i([X,Y)); 
(2) Lx ° Lry—Ly* Lx=Lrxry; 
(3)} d °o itX)+i(R) -d= Lyx} 
(4) d* Lx=Lx * d. 
这 组 公式 称 为 H, Cartan 公式 ;它们 在 外 微分 式 理论 中 是 很 重要 
的 ,这 些 公 式 的 证 明 留 给 读者 完成 . 
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现在 我 们 把 关于 单 参数 可 微 变换 群 的 讨论 用 于 李 群 . 设 世 是 
r 维 李 群 G 上 的 右 不 变 矢 量 场 , 它 决 定 的 局 部 单 参数 变 拨 群 记 和 作 
gp.， 因 为 右 移动 RaEG) 是 保持 切 矢 量 场 苇 不 变 的 ,根据 定理 

2.2 的 系 ,Rs 和 pp, 是 可 交换 的 , 即 
R,° p= Pr* RK,. 《2. 28) 
由 此 可 见 , 如 果 g, 在 单位 元 素 e 的 一 个 邻 域 UU 及 |t| 过 e 内 有 定 
六, 则 在 任意 一 点 aEG,p 在 a 的 邻 域 U，a 及 |i|< 之 se 内 有 定义 ， 
即 p,《g) 一 Rey" Re-1(9)，Y 4gEU。，a. 这 就 是 说 存在 一 个 公共 
的 e 汪 0, 使 得 g.(p) 在 pEG,|t|< 之 # 内 有 定 交 ,所 以 右 不 变 拓 量 场 
XX 在 李 群 G 上 决定 了 单 参数 可 微 变换 群 (参阅 定理 2. 1 的 系 ). 命 
ar — Pile), (2, 29) 

则 
CH 一 Pirs be) = ,Fle) 
= pr° Re) = KR ° Pele) 


一 RK, (Cas) = Ad, * ds 


所 以 a 是 李 群 G 的 单 参数 子 拜 ( 即 一 维 李 子 群 ). 
从 (2. 28) 式 得 到 
P(x) = po Rte) = Re ple) = a ri, 
所 以 g, 在 G 上 的 作用 就 是 a 在 G 上 决定 的 左 移动 , 即 
p= Ls (2, 30) 
正 因为 如 此 ,通常 又 把 右 不 变 矢 量 场 叫做 无 穷 小 左 欧 动 . 
上 面 的 讨论 说 明 , 李 拜 上 任意 一 个 右 不 变 矢 量 场 夸 决定 
了 李 群 G 的 一 个 单 参 数 子 群 w., 而 矢量 场 世 在 G 上 决定 的 单 参 数 
变换 群 gp, 就 是 a 在 G 上 决定 的 左 移 动 . 
定理 2.4 设 Ad; GGL(r;R) 是 7 维 李 群 G 的 伴随 表示 ， 
ad = (Ad)},..: G.— gl(r;R) 
是 G 的 李 代 数 G, 的 伴随 表示 , 则 对 任意 的 X,7 了 EGG. 有 
ad(X) :Y=— [X,Y]. (2. 31) 
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证 明 设 义 决定 的 单 参数 子 群 是 a., 因 此 对 应 的 右 不 变 矢量 
场 全 决定 的 单 参数 变换 群 是 gp 二 ZL,. 设 了 对 应 的 右 不 变 矢量 场 是 


六 .因为 
Adt{a) — Adie) 


ad(X) = (Ad), 氏 二 lim 
所 以 利用 定理 2.3 得 


(Le), RY) YY 
ad(X) :Y= lm 一 一 一 一 一 一 一 
fm 用 


证 毕 . 

下 面 我 们 转向 一 般 的 李 民 变换 群 . 

定义 2.4 设 邓 是 普 维 光滑 流 形 ,G 是 7 维 李 群 . 车 有 光滑 
上 映射 8: GX MM 一 了, 记 

BE = gr, (grA)ECGX MM, 

满足 下 列 条 忻 ， 

(说 e 是 G 的 单位 元 素 , 则 对 任意 的 zx 和 对 有 

《2) 车 giyg2EG, 则 对 任意 的 xEM 有 

gE1* (gr * TX) = (gl * g2) + I, 

则 称 避 是 ( 左 ) 作 用 在 好 上 的 李 氏 变换 群 . 

显然 , 单 参数 可 徽 变换 群 是 李 肛 变换 群 的 特例 , 即 GR. 李 
群 G 本 身 作为 左 移动 作用 在 G 上 也 是 李 氏 变换 群 . 

如 果 对 避 中 任意 一 个 非 单 位 元 素 g, 必 有 MM 的 一 个 点 x， 使 
5 Y 天 7, 则 称 忆 在 对 上 的 作用 是 有 效 的 . 如 果 对 任意 的 g 取 ,及 
任意 的 zxEM 都 有 8 。z 关 z, 则 称 G 在 M 上 的 作用 无 不 动 点 ,或 
称 G 在 MM 上 的 作用 是 自由 的 . 
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对 固定 的 gEG, 命 
Ltr) =g'r, rEM, (2. 32) 
则 Ze: MM 是 光滑 映射 . 由 于 Li!= 工 ,所 以 L 是 对 到 自身 
的 可 币 同 胚 ;显然 , {Li,g EG} 构 成 HM 的 可 微 向 胚 群 的 子 群 . 当 GG 
在 MM 上 的 作用 有 效 时 ,G 与 Mf 的 可 微 同 肛 群 的 子 群 {LL, ,gE€G} 同 
构 . 

李 氏 变换 群 的 一 个 基本 事实 是 : 在 M 上 存在 一 个 有 限 维 李 
代数 , 它 是 李 群 @ 的 李 代 数 的 同 态 像 . 我 们 先 构 造 一 个 从 李 代 数 
G. 到 M 上 光滑 切 和 拓 量 场 的 空间 的 映射 . 

没 XEG.,a, 是 由 入 决定 的 单 参数 子 群 , 则 元 是 作用 在 M 上 


的 单 参数 可 微 变换 群 . L, 在 M 上 诱导 的 切 矢量 场 证 叫做 多 在 MM 
上 决定 的 基本 切 矢 量 场 ,根据 定义 
六 人 一 忆 


ID i 

定理 2.5 设 G 是 作用 在 M 上 的 李 氏 变换 群 , 则 MY 上 合体 
基本 切 矢量 场 构 成 一 个 李 代 数 , 它 是 G 的 李 代 数 G, 的 同 坊 像 , 若 
G 在 MM 上 的 作用 是 有 效 的 , 则 MM 上 基本 切 矢 量 场 构成 的 李 代 数 
与 G. 向 构 . 

证 明 我 们 知道 , 流 形 M 上 光滑 切 和 拓 基 场 的 集合 (CTCM)) 
关于 Poisson 括号 积 构 成 一 个 无 限 维 李 代 数 . 要 证 骨 的 是 ,由 
《2. 33) 式 给 出 的 映射 

o; G+ TOTOMY) 


(2, 33) 


是 李 代 数 的 同 访 ， 
从 (2, 33) 式 看 ,o 的 线性 性 质 不 是 明显 的 ,所 以 我 们 先 给 出 
的 另 一 个 表示 . 对 于 固定 的 pEM, 设 映射 :Ge 了 如 下 定义 ， 
dE) = LA(p)—g'p. (2. 34) 
我 们 要 证 明 , 切 映射 (go,),，G,->T, CM) 正 是 (2. 33) 式 给 出 的 映 
射 , 印 
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(oz ) .X= Rs KEG, (2. 35) 
为 此 ;只 要 作 直 接 的 计算 . 设 了 是 M 上 任意 一 个 光 背 消 数 , 则 


(tos) :) f= Xf: os) 一 47 8 gs (a) 0 


= Sf(L, lp)) | -= 全 sf 
即 (2. 35) 式 成 立 , 所 以 映射 a: G= 了 (TT(MD)) 就 是 
(af(X)) = (oN X= KR XEG,. (2. 36) 
因为 切 映射 (op) .是 线性 的 ,所 以 o 是 线性 映射 . 
a 还 可 以 理解 为 从 多 到 了 (TCM 7 的 线性 映射 . 设 基 是 C 上 
的 右 不 变 矢 量 场 ,不 一 c(X.). 对 任意 一 点 gEG, 我 们 有 
(ai ,Xe = (C00), ° (RO).KN. 一 《own X= KR,,,, 
因此 基本 切 矢 量 场 欧 可 以 看 作 由 GG 的 右 不 变 矢量 场 站 在 切 映射 
(os) ,下 的 像 拓 广 而 成 的 , 由 此 可 知 , 对 于 G 上 生意 两 个 右 不 变 矢 
量 场 天 ,了 Y ,我 们 有 
Cao) [X,Y]s = [LF, Yl 
因此 
ol[XX.,Y,J) 二 上 [ 完 , 字 ]， (2. 37) 
即 a G.—> 了 (TCM)) 是 李 代 数 的 同 态 , 其 同 态 像 就 是 M 上 基本 切 
矢量 场 构 成 的 李 代 数 . 
若 基 二 0, 则 中 对 应 的 单 参数 变换 群 L, 是 平凡 的 , 即 对 和 任意 的 
和 邮 有 
了 CTP) 一 人 了 一 了 
藻 忆 在 以上 的 作用 是 有 效 的 , 则 上 式 只 在 a 二 e 时 成 立 , 所 以 到 
二 0, 即 映射 o 是 单一 的 .这 说 明 M 上 基本 切 泉 量 场 构成 的 李 代 数 
与 李 群 G 的 李 代 数 同 构 ， 
容易 看 出 ,如 果 G 在 MM 上 的 作用 无 不 动 点 , 则 上 恰 有 r 个 
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处 处 线性 无 关 的 基本 切 矢 量 场 , 其 他 的 基本 切 矢 量 场 都 是 它们 的 
常 系数 线性 组 合 . 

作为 例子 ,我 们 考虑 光滑 流 形 MM 上 的 标 架 从 P, 在 第 四 章 $3 
已 经 提 到 过 ,结构 群 GL(m;R) 以 自然 的 方式 作用 在 P 上 ,成 为 左 
作用 在 P 上 的 李 氏 变换 群 . 因为 PP 在 启 部 上 是 直 积 ,x 1(0 二 U 
xl 下). 在 这 种 表示 下 ,结构 群 GL (mm ; 亚 ) 的 作用 表现 为 在 纤 
维 上 的 左 移动 , 即 

A tpB) = (pA B), 《2. 38) 
其 中 pEU,A,BEGL(m;R), 所 以 GL(m;R) 在 PP 上 的 作用 无 不 
动 点 ,而 且 P 中 两 个 元 素 在 GL (msR) 的 作用 下 等 价 的 充分 必要 
条 件 是 , 这 两 个 元 素 ( 即 标 架 ) 有 相同 的 原点 . 后 者 意味 着 底 流 形 
M 是 标 架 从 P 关于 群 GL (mj;R) 的 作用 产生 的 等 价 关系 的 商 空 
间 . 

主 从 是 标 架 从 的 推广 .车 用 李 氏 变换 群 的 概念 , 主 从 可 以 如 下 
定义 : 设 P 和 MM 是 两 个 光滑 流 形 ,G 是 左 作用 在 P 上 的 + 维 李 氏 
变换 群 . 如 果 ， 

(1) Ce 在 已 上 作用 无 不 动 点 

《2) M 是 流 形 P 关于 的 作用 产生 的 等 价 关系 的 商 空间 ,并 
且 投 影 r: P->M 是 光滑 映射 ， 

(3) P 在 局 部 上 是 平凡 的 , 即 对 每 一 点 zE 邮 ,存在 < 的 一 个 
争 域 口 ,使 得 x“:(U) 和 UXG 是 同 构 的 , 即 存 在 可 微 同 肪 

PE ap PPI EU x GO, 
使 得 对 任意 的 aEG 有 
Pa PP) = a + pp), 
则 称 己 是 流 形 4 上 以 李 群 G 为 结构 群 的 主 从 . 
点 XEM 上 的 纤维 x 1(z) 就 是 李 氏 变换 群 G 在 P 上 产生 的 、 
通过 点 pEx itzr) 的 轨道 
Cp= {L(tp)la EG). 
P 上 的 基本 切 矢 量 场 构成 的 李 代 数 与 李 群 G 的 李 代 数 同 构 . 由 于 
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G 的 作用 是 自由 的 ,所 以 在 P 的 每 一 点 的 基本 切 和 撩 若 张 成 7 维 的 
切 子 空间 , 它 正 是 纤维 r :(z)? 在 该 点 的 切 空间 ,叫做 纵 空 间 . 在 主 
从 上 可 展开 联络 论 的 研究 (请 看 参考 文献 [14J)， 


83 ”活动 标 架 法 
设 MM 是 zx 维 连 通 的 光滑 流 形 ,G 是 > 维 李 群 . 设 G 的 石 基本 
微分 式 是 wi 所 i 所 7) ,它们 适合 结构 方程 


di =— Dh A (3.1) 
其 中 必 : 是 李 群 G 的 结构 当 数 , 藻 有 光滑 映射 站: MM 一 避 , 命 
v= fw', (3, 2) 


则 y' 适合 同一 组 方程 
dy’ =— zo 外 7 pt (3. 3) 
这 也 是 保证 映射 7: 村 一 G 在 局 部 上 存在 的 充分 条 件 . 
定理 3.1 设 在 村 上 有 7+ 个 一 次 微分 式 (i? 访 7) 满 足 方 
程 组 C3. 3) ,其 中 尽 是 李 群 G 的 结构 常数 , 则 在 每 一 点 pEM 有 一 
个 邻 域 及 光滑 映射 站; U 一 GG ,使 得 
fw' =y', (3, 4) 
其 中 w' 是 G 的 右 基 本 微分 式 . 若 六 ,fi 是 任意 两 个 这 样 的 映射 ， 
则 必 有 全 的 一 个 元 素 g, 使 得 
f= Re fs (3.5) 
即 六 各 的 像 只 差 G 的 一 个 右 称 动 . 
证 明 在 村 XG 上 考虑 mm 十 r 个 自 变 量 的 Pfaff 方程 组 
8 = 0 ] i (3.6) 
由 于 w 是 处 处 线性 无 关 的 ,所 以 8 也 处 处 线性 无 关 , 方 程 (3. 6) 
给 出 了 MXG 上 的 mr 维 切 子 空间 场 . 因为 


d=—— 7 Do’ A — wi A wt) 
二 | 
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三 0 (mod(l，… ,80")), 
根据 Frobenius 定理 ,方程 组 (3. 6) 是 完全 可 积 的 .因此 ,对 任意 一 
点 (roraoE MXG, 存 在 xo 的 局 部 坐标 系 (U yx) 和 ao 的 局 部 坐 
标 系 (V ;a) ,使 得 方程 组 (3. 6) 在 UXV 上 有 玲 一 的 一 个 m 维 积 
分 流 形 
pra) O00 1 Ri (3.7) 

经过 点 (xovao) ;其 中 zEUVU ,aETV. 

因为 w (所 i 过 7) 的 线性 无 关 性 ,必定 存在 zo 的 一 个 邻 域 避 ， 
CU ,以 便 从 (3.7) 式 可 解 出 


f= f(r) 1 i 《3. 8) 

使 得 
PT fr) F(T)) = 0, (3. 9) 

其 中 


TEU, f(x) =a, licr. 
显然 ,(3.8) 式 给 出 的 映射 了 , Uj 一 G 满足 方程 
y= fw li 
车 所 ,fz: UI-> G 是 两 个 这 样 的 映射 . 设 
fi(xo) =a, frlT0) 一 ez， (3, 10) 
命 
ga “ds 3.11) 
则 
(Re? fi wf) » (RO w= (fi) w=y', (3, 12) 
并 且 
(Re *» f1) (x0) 一 az， (3. 13) 
所 以 R.。 记 和 ff 都 是 方程 组 (3,6) 的 解 ,而 且 满 足 相 同 的 初始 条 
件 . 根据 解 的 唯一 性 得 
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f= Re°e fi, 
现在 考虑 NN 维 欧 氏 空 间 以 的 刚体 运动 群 ECN). 在 R” 中 到 
定 一 个 单位 止 交 标 架 (O;6 ,6w), 则 XE ECN) 在 R” 上 的 作用 
( 记 成 右 作 用 > 是 
站 一 十 aa， (3. 14) 
其 中 


(3. 15) 


A"A=I,， detA>>0, 
即 圳 阵 4 是 行列 起 为 十 1 的 正 交 矩阵， 所 以 ECN ) 中 的 元 素 & 训 
用 一 对 和 矩阵 (4,a) 表 示 ， 
设 #= 二 (4,a)15 二 (B,6)EE(N), 元 素 &， 在 RY 上 的 作用 
定 艾 为 顺 次 用 和 和 了 作用 的 结果 ,所 以 五 (N) 中 的 滋 法 运算 是 : 
a b= (CA. Ba.B+b), (3. 16) 
& 的 道 元 素 是 
a 1 = (A 1, 一 aa，4-1)， (3. 17) 
显然 ECN) 是 廊 NCN 十 1) 维 李 群 
用 . 祈 (R*Y) 记 R” 上 全 体 单位 正 交 标 架 的 集合 ,用 .FCR*) 记 
R* 中 与 固定 的 标 架 (O;61,… ,6w) 定 向 一 致 的 单位 正 交 标 架 的 集 
合 , 它们 都 是 吕 上 的 主 从 ,分 别 以 QCN;R) 和 SOCN ;上 R) 为 结构 
群 . (SOCN;R) 称 为 特殊 正 交 群 , 它 由 行列 式 为 十 1 的 正 交 和 矩阵 
组 成 . ) 
流 形 记 LCR) 可 以 和 ECN) 等 同 起 来 . 因为 对 于 RN 中 任意 一 
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TE" PT ee 上 


个 与 (加 ;人 :Nv) 的 十 阿 一 至 的 正 效 标 架 (pb }E19""" EN) ;在 R” 中 
存在 唯一 的 一 个 刚体 运动 a&EECN) 把 C(O;61,…,6n) 变 到 (p;e， 
… en), 它们 之 间 的 对 应 关系 是 ， 


在 一 (AA) pe Nn), 3. 18) 
其 中 
oo 
Op 一 a’é,, 
me 1 
wy {3.19) 
Fra = 一 al20s， 
| 
若 记 
' = (BH) ee 人， 
， (3. 20) 
F (els EN), 
则 (3. 19) 式 可 写成 
[2 =a* 人 8, 
oA.8 (3. 21» 


让 标 架 (pyel,…… ;EN) 作 一 个 无 穷 小 的 运动 得 到 《 疡 十 d 记 ;ee 十 
des), 天星 dp 利 de 仍然 可 以 在 标 架 (Cp;e »""" :EN) 下 表示 出 来 . 设 
NN 


dp 一 Dp we,, 


站 于] 
mn 

te, 一 > ies, 
B=l 


w" ,wis(1S&a, BSEN) 称 为 RY 中 活动 标 架 的 相对 分 量 . 若 记 8 二 
(oo 一 (ws 那么 (3. 22) 式 可 写成 


《3. 22) 


dp = 8. e, 
de = wre (3. 23) 
微分 (3. 21) 式 ,立即 可 得 


dp = da.8—da.A-!.e, 

de = dA:$=dA.A-!.e, 
所 以 
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中 一 de， .41， 
w= dA.: A™. 
因为 4. 4 一 一 已 并且 4- 一 4, 故 
d4 4 十 4 vd4 -一 gd 4- 二 id4， A-'Y = 0, 


(3. 24 1 


即 
oa 十 5 一 0. (3. 25) 
从 李 群 E(N) 上 看 ,活动 标 架 的 相对 分 量 w ,wf 一 一 ws 恰好 
性 ECLN) 上 的 右 基 本 微分 式 . 实际 上 ,对 任意 一 个 元 素 5 二 (B,6) 
EECN), 
Ri(H} = arb= (4. Ba.B+i, 
所 以 
(号 一 (da 了) 4 了) 一 de. A-!—= 0, 
(Ky "w= (dA:B) (A.B)Y ldA.:A4 lw 
由 于 我 们 用 的 是 单位 正 交 标 架 , 所 以 相对 分 量 一 律 可 用 下 指 
标 表 示 , 即 
Ws Ow wag = wi 
亡 们 也 可 以 看 成 用 R* 的 度量 张 其 gop 一 e。， es 将 wr 和 op 的 上 指 
标 下 降 的 结果 . 外 微分 (3.23) 式 得 到 
dB:e— Hh de=0, 
du.e— wh de = 0, 


放 ECN) 的 结构 方程 是 
全 一 日 并 如 ， 
do =whw, 3. 26) 
或 
N 
diw, 一 Dy wp NM mms 
Pm ] 
y (3. 27) 
dew,g 一 Di wo A typ ， 
P=] 
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将 定理 3.1 用 于 五 CV) ,我 们 立即 得 到 R*Y 中 活动 标 架 的 基本 
定理 ， 

定理 3.2 设 V 办 ,Jy 一 一 各 e(1 太 a;B,7 作 NN) 是 依赖 wn 个 变 其 
的 一 次 微分 式 , 则 在 RN 中 存在 一 族 依 炉 n 个 参数 的 单位 正 交 标 
架 以 给 定 的 微分 式 为 相对 分 坡 , 当 且 仅 当 这 组 微分 式 适 合 方程 


人 
8 一 1 


N 
由 Was 一 Db 六 re. 


并 且 和 任意 两 族 这 样 的 单位 正 交 标 架 经 过 RY 的 一 个 刚体 运动 可 以 
完全 重合 起 来 . 
证 明 用 六 记 变 数 二 (rl ,yx ) 的 空间 , 命 G 二 ECN); 由 
定理 3.1, 存 在 映射 了 对 一 五 (使 
fw ~— f "wag 一 pop . 


(3, 28) 


俊 
f= f(r) = CAlr) ,alr)), 
命 
Op(x) 一 a(z) «6, 
ef 一 Cr 
则 (zzr)rez》 ez)) 给 出 了 所 求 的 单位 正 交 标 架 族 . 
活动 标 染 的 概念 起 源 于 力学 . 例如 在 研究 刚体 运动 时 ,在 运动 
的 物体 上 固定 一 个 单位 正 交 标 架 . 当 物 体 作 刚体 运动 时 单位 正 交 
慰 染 随 着 运动 ,得 到 一 族 依 赖 时 间 : 的 单位 正 交 标 架 ,这 族 标 架 完 
全 刻画 了 物体 的 刚体 运动 . 法 国 数学 家 Cotten，Darboux 把 单 参 
数 标 架 族 的 概念 推广 到 依赖 多 个 参数 的 情形 . 把 这 种 理论 发 扬 光 
大 ,并 成 功 地 用 于 几何 学 研究 的 是 EE, Cartan. 活动 标 架 法 和 外 微 
分 相 结 合 ,已 经 成 为 微分 几何 学 的 有 力 工具 . 下 面 我 们 用 这 种 方法 
研究 欧 氏 空间 中 的 子 流 形 . 
设 FM 一 中 是 嵌入 在 RM 中 的 mm 维 有 向 的 光滑 子 流 形 . 指 
19¢6 


《3. 29) 


标的 取 值 范围 规定 为 ， 

1 ik i, 

m 二 1 寺 A,BCDEN, (3. 30) 

Sa 有 
为 书写 简便 起 见 ,对 MM 和 ACM) 不 再 加 以 区 别 . 在 M 的 每 一 点 p 
附 上 一 个 单位 正 交 标 架 (pe…vevw), 重 二 是 邮 在 户 的 切 矢 量 ， 
ea 是 MM 在 的 法 矢量 ,并 且 (el,… ,es) 的 定向 与 M 的 定向 一 致 ， 
《elsew) 的 定 问 与 R” 中 固定 标 架 (O35,… ,5w) 的 定向 一 致 . 假 
定 在 几 的 一 个 开 邻 域 U 上 有 这 样 一 个 标 架 场 , 它 连 续 地 , 光 谓 地 
依赖 于 U 土 的 局 部 坐标 , 则 通常 把 这 样 的 局 部 的 单位 正 交 标 架 场 
称 为 子 流 形 M 上 的 一 个 Darboux 标 架 . 显然 ,在 流 形 4 的 每 一 点 
的 一 个 充分 小 的 邻 域内 ,Darboux 标 架 总 是 存在 的 ， 并 且 它 们 允许 
作 如 下 的 变换 ， 


‘3.31) 


其 中 a,aw 都 是 U 上 的 光滑 函数 ,并 且 ( 门人 SU 要)，(aas) 
ESO(N—m ;RR), 

若 在 M 的 一 个 邻 域 UU 上 取 定 一 个 Darboux 标 架 , 则 它 给 出 
于 从 如 到 多 + 的 一 个 光滑 上 映射 .我们 仍然 用 wes Wap 记 RY 
中 活动 标 架 的 相对 分 量 经 过 广 拉 回 到 上 得 到 的 一 次 微分 式 ， 
显然 它们 仍然 适合 结构 方程 (3. 27)， 

因为 Darboux 标 架 的 原点 p 在 流 形 M 上 ,并 且 e 是 MM 在 点 
的 切 矢量 ,所 以 


dp = 一 De, i 一 0，, 3. 32) 
并 且 wi (<i 志 m) 是 处 处 线性 无 闫 的， 设 
了 一 dp， dp= Sow)’, (3. 33) 
i=i 


dA=w A A Wns 《3. 34) 
容易 验证 它们 与 Darboux 标 架 的 变换 (3, 31) 无 关 , 即 它们 是 定义 
在 整个 流 形 M 上 的 量 ,分 别称 为 子 流 形 对 的 第 一 基本 形式 和 面 
积 元 素 . 流 形 M 以 了 为 黎 曼 度量 成 为 一 个 黎 曼 流 形 ; 我 们 称 允 竖 
流 形 M 有 从 R* 诱导 的 黎 曼 度量 ， 

Darboux 标 架 的 运动 公式 可 写成 
1 一 3 ej 十 5 hi4 An 


胃 一 屿 十 】 


《3. 35》 
qdea 一 3 £1 十 5 CBA CAs 
芒 二 灿 十 1 
其 中 sw 二 wa 是 前 面 已 提 到 的 相对 分 量 ， 并 适合 结构 方程 : 
de 一 Vo, A wis 
2 (3. 36) 
0 一 oj 上 ta 
m 人 MN 
一 Di 内 ds 十 Cha 人 全 4 
上 一 1 出 一 地 十 1 
到 上 
dewis 一 i A on 十 > a 内 Wans 3. 37) 
怠 二 所 十 1 


dowag 一 Do A ws 十 3 Wac A opg ， 


二 mm 十 1 


根据 黎 曼 几 何 的 基本 定理 ， (3, 36) 的 第 一 式 与 反对 称 性 or 十 
一 0 联合 起 来 说 明 w,; 是 歼 最 流 形 M 上 的 Levi-Civita 联络 ， 
De, = > e,. (3. 38) 
由 (3. 35) 的 第 一 式 可 知 ,De, 也 是 de; 在 MM 的 切 平面 上 和 芍 正 奖 投 
影 . 
由 Cartan 引 理 (第 二 章 定 理 3. 4) ,从 (3. 36) 的 第 二 式 得 到 


ia 一 “= Dhan 人 了 ha 一 ha C3. 39» 


i=1 
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命 
™ 
LI = ia es = > (Dhow) es, (3. 40) 


则 1 与 Darboux 标 架 的 变换 (3. 31) 无 尖 , 它 是 定义 在 问 个 流 形 村 
上 . 取 值 是 M4 的 法 矢量 的 二 次 微分 形式 , 称 为 子 流 形 彤 的 第 二 基 
本 形式 . 


MM 上 的 Levi-Civita 联络 的 曲率 形式 是 
,= dw;, 一 Dw A ow 


一 二 Ru we A ws 
点 让 一 1 
其 中 Ra 是 酚 率 张 量 . 由 (3. 37) 的 第 一 式 得 到 


于 
Ri 一 > (hr has 一 has ba), (3. .41) 


并 = 寺 十 


这 就 是 子 流 形 M 的 Gauss 方程 . 《3， 37) 的 后 两 式 相 当 于 曲面 论 的 
Codazzi 方程 

对 于 欧 氏 空间 中 的 超 曲 面 ,上 面 的 公式 大 大 简化 了 . 设 必 是 
R" 中 的 定向 超 曲面 , 则 M 的 Darboux 标 架 只 有 -- 个 法 撩 量 
emt1: 这 时 Darboux 标 架 的 运动 方程 是 


mt 
dp = DP we wan = 0, 
1 二 1 
mm 
de, = > we, 十 ntl emt1, 
4 一 | 


den+l 一 > nis er 
1=1 
结构 方程 是 
dw, = > A wi, (3. 42) 


:=1 


Dw A want = 0, (3. 43) 


i=1 


dei 一 Dj A we 十 由 mi A tl? (3. 44) 
kl 


dan w+1 一 3 A want . (3.45) 
方程 (3. 39) 成 为 
ojmtl 一 人 Are hi = hj. (3. 46) 
因此 得 到 超 曲面 W 的 第 一 基本 形式 l 
I 一 Dy int = Zoo (3, 47) 


(3. 44) 和 (3. 45) 两 式 分 别 是 Gauss 方程 和 Codazzi 方程 . 将 
(3. 46) 式 代 入 Gauss 方程 (3. 44) 则 得 
Ra = huh 一 hahi, (3.48) 
此 即 Gauss 方程 通常 所 来 取 的 形式 . 
将 (3.46) 式 代入 Codazzi 方程 则 得 


a 


> dhi; 一 2 hu aa A w= 0, 


i=l1 


所 以 由 Cartan 引 理 得 到 
一 Dn 一 Den 一 人 aa 
k=] k=] 


k=l (3, 49) 
hi 一 hi <。 
若 命 
da, 一 六 页 
~ (3. 50) 
Wii 一 STi, 
i=i 
则 
太一 hi 一 D>) haT a 一 人 > Ra (3.51) 
ml] t=1 
因此 Codazzi 方程 成 为 
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hr 一 hn, — > ChuT a 十 hii 一 A 一 hd). 
1:=] - 


(3, 52) 
作为 定理 3.2 的 直接 推论 ,我 们 有 到 + 中 超 曲面 的 基本 冠 
理 : 
定理 3. 3 设 有 两 个 二 次 微分 形式 


1 = Dy’, T = = Da, 《3. 53) 


其 中 wsi<m) 是 依赖 内 个 变量 的 线性 无 关 的 一 次 微分 式 ;有 ,， 
二 有 i 是 这 mm 个 变量 的 晤 数 . 那么 在 葡 氏 空间 Rm 中 存在 一 块 分 
别 以 1 、1 为 第 一 ,第 二 基本 形式 的 超 曲面 的 充 要 条 件 是 : [和 1 
满足 Gauss-Codazzi 方程 (3. 48) 和 (3. 52) ,其 中 廿 是 由 I 决定 的 
Levi-Civita 联络 ,KR,jw 是 相应 的 曲率 张 量 . 并 且 任 党 两 块 这 样 的 
超 曲 面 在 R" 中 经 过 一 个 刚体 运动 是 完全 重合 的 


34 曲面 论 


在 3, 我 们 利用 活动 标 架 法 闸 明 了 第 一 基本 形式 1 和 第 二 基 
本 形式 工 是 用 后 中 超 曲面 的 完全 不 变量 系统 ,而且 Gauss- 
Codazai 方程 是 1 . 工 所 应 满足 的 可 积 条 件 . 超 曲 面 有 十 分 丰富 的 
几何 内 容 ,我 们 在 这 里 以 R 中 的 曲面 为 例 讨论 它 的 几何 . 
设 rz: M 记 是 姬 中 一 块 光 滑 的 曲面 . 车 在 对 的 一 个 坐标 域 
U 上 取 局 部 坐标 zx, 则 曲面 x 可 以 用 参数 方程 表 成 
x = ru ), 1 扫 . 所 - 3. 《4. 1) 
因为 xz 是 幅 入 ,所 以 矩阵 
ax， am au 
Bl Bu A 
az! az az 
Qu: Bo Be 
的 秩 是 2, 并且 z 是 单一 的 映射 ， 
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在 af 上 好 Darboux 标 架 (zielyezyea), 使 此 二 请 避 放 与 M 相 切 ,es 
是 好 的 法 矢量 ;并 且 (eise2;e3) 的 定向 与 R’ 中 取 定 的 定向 相 一 致 ， 
le1,82) 给 出 了 曲面 M 的 定向 . 设 该 标 架 场 的 相对 分 量 是 m ,wj, 即 


es = CE 1 十 zz » thy = 0, 44. 2) 
de = Wize2 十 Wi3€3 
des 一 waiel 十 ip3e3， C4. 3) 


de; 一 wael 十 oszea， 
ai 十 Wi 一 00， 


其 中 oi ,wj 都 是 参数 如 ,wi 的 一 次 微分 式 . 结构 方程 是 


dw Co— ， 

dw, 2 Ey A ilyy 
站 一 A ws wa A ts {4.5) 
dws = aes A wy, (4d. 6) 

diw,, 二 ou ， 
13 ws A zs (4.7) 


doess = wo A ww. 

如 33 所 述 , (4.6) 与 (4.7) 两 式 分 别 是 曲面 的 Gauss 方程 和 
Codazzi 方程 . 这 组 方程 中 每 一 个 都 包含 了 丰富 的 信息 ,曲面 的 局 
部 几何 的 研究 取决 于 对 这 组 方程 的 了 解 . 

MM 的 第 一 基本 形式 是 

I = dr*dr = (wo)? + (wu):, (4. 8) 
面积 元 素 是 
dA = A w,, 4. 9) 
它们 都 是 在 Darboux 标 架 的 容许 变换 下 保持 不 变 的 . 
根据 Cartan 引 理 ,由 (4. 5) 式 得 到 
Ws 一 Fw) 十 lp ， 
33 一 Raa Pozo hs = fa. 
利用 内 积 可 以 得 到 第 二 和 第 三 基本 形式 ， 
I 一 drves 一 一 drvdes 一 加 wss (4.1]) 


(4. 10) 
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或 
HE = A) 十 hw ast) (4. 12) 
以 及 
| 一 de, 本 dea 一 (Ca): 十 《css) ‘4 生 . 13) 
在 固定 一 点 xE 可 ,比值 mm : w; 确定 了 M 在 点 x 上 的 一 个 切 
方向 区 显然 
1 
[ 


是 zz 的 画 数 , 称 为 曲面 M 在 点 z 沿 方向 ”的 法 曲率 . 容易 证 
明 ,法 曲率 六 有 和 下面 的 几何 意义 : 用 切 方 同 立 和 法 矢量 e 决定 的 
平面 与 M 相交 得 到 一 条 平面 曲线 , 称 为 曲面 寻 沿 方向 ”的 法 截 
线 , 则 法 曲率 正 是 这 条 法 截 线 在 该 点 的 曲率 . 
第 二 基本 形式 工 还 可 以 解释 为 曲面 M 上 切 空间 的 线性 变换 
场 . 方程 (4. 3) 的 第 三 式 可 看 必定 义 在 曲面 凡 上 取 值 为 切 和 撩 量 的 
一 次 微分 式 , 所 以 它 在 每 一 点 xEMMH 给 出 了 切 空 间 了 ,CM) 到 自身 
的 线性 变换 W; 设 六 ET,CM), 则 命 
WX) =— (KX,des} = ws XYe 十 worlK)es, (4.15) 
上 述 定 义 与 Darboux 标 架 的 选取 是 无 关 的 . 通常 把 变换 W 称 为 
戎 面 在 x 的 切 平 面 上 的 Weingarten 变换 , 显然 ,从 (4.10) 式 得 到 
W (ey = Ruel hisess 
W (es) = hnel + hees . 
所 以 变换 钞 在 基底 (elyes) 下 的 息 阵 恰 是 第 二 基本 形式 工 的 系数 
短 阵 (th). 因为 一 hx, 所 以 WW 是 自 共 罗 变 换 . 实际 上 ,对 任意 的 
和 YET- (MD) ,我 们 有 
WOXY 了 一 wy CK) TD 十 ws XY) 
= wT 十 w(K wlY) 
= XX: WY). (4. 17) 
根据 线性 代数 ,线性 变换 WW 有 两 个 实 特征 值 &. ,x 和 和 两 个 对 
应 的 彼此 正 交 的 特征 方向 . 特征 值 &, ,ks 适合 二 次 方程 


,一 【和 于. ] 本) 


(4.16) 
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hu—k hl 


LA (4. 18) 
ha 一 


其 中 
H = hn 十 he), K > Pe TT hi,, ‘44， 19) 


它们 都 不 依赖 于 Darboux 标 究 的 选取 ,分 别称 为 曲面 M 的 中 曲率 


和 总 曲率 . 
解 方 程 (4. 18) 得 
hk = Hi vkK, (4. 20) 
可 见 利率 都 晨 jf 上 的 连续 聘 数 ,因此 
甩 == 广 (十 和)， K=k +.k,. (4. 21) 
在 M 上 取 特 殊 的 Darboux 标 架 (C(x;ei,ez;e3) ,使 ej,e; 分 别 是 曲面 
对 在 点 z 的 克 变换 的 特征 方向 , 则 


站 1 一 并 hs = ha—= 0, he = k,, 
于 是 方程 (4. 10) 可 化 简 为 


Ws 一 A 2 一 0， (4. 22) 
第 二 基本 形式 I 成 为 
1 = ky Cw): + ko Cy) (4. 23) 
因此 切 方 向 v 上 的 法 曲率 训 可 表 成 
k, 一 kl cos: A 十 天 sin: 8， (4. 24) 


其 中 a 是 v 和 和 £1 的 夹 角 . 这 说 明 ,&; , 忆 ， 恰好 是 曲面 在 方向 El se2 
上 的 法 曲率 . 我 们 把 变换 W 在 点 z 的 特征 矢量 eyes 称 为 曲面 在 
zx 的 主 方向 ,把 对 应 的 特征 值 所 ,各 称 为 曲面 在 的 主 曲率 . 公式 
《4. 24) 就 是 著名 的 Euler 公式 . 
若 设 色 实 ，(4, 24) 式 可 改写 成 
此 ,== 此 十 《有 一 并)sin2 总 
一 (8) 一 有 Jecos 页 十 下 z， 
所 以 


下 > kh (4. 25》 
因此 主 方 向 怡 是 法 曲率 名 取 极 值 的 方向 ,而 主 曲率 正 是 法 曲率 的 
最 大 值 和 最 小 值 . 车 在 点 z+ ,1 一;; 则 在 该 点 各 方向 上 的 法 曲率 都 
相等 ,我 们 把 这 样 的 点 称 为 曲面 M 的 脐 点 . 在 脐 点 ,法 曲率 取 极 值 
的 方向 是 不 定 的 . 
车 xE M 是 非 脐 点 , 则 在 工 的 一 个 邻 域 内 有 起 关 刀 ; 所 以 HH? 
一 直子 0,(4. 20) 式 说 明 和 ,kz 是 该 分 域 上 的 光滑 函数 ,于 是 有 下 面 
的 定理 ， 
定理 4.1 设 好 是 中 中 的 光滑 曲面 , 则 主 曲 率 后 都 是 邮 
上 的 连续 函数 . M 上 非 脐 点 的 集合 构成 好 的 一 个 开 集 ; 设 有 半 ， 
则 下 和 都 是 这 个 开 集 上 的 光滑 郴 数 ， 
根据 黎 曼 几何 基本 定理 ,一 次 微分 式 ms 是 由 方程 (4. 4) 和 反 
对 称 性 mz 十 ea 一 0 唯一 地 确定 的 . 在 这 里 我 们 可 以 直截了当 地 给 
出 tH12 的 表达 式 ， 设 
Wy 一 全 ai pw 十 如 oaz， 4. 26) 
代入 (4. 4) 式 则 得 
人 Po A (4. 27) 
dw = 一 gu A oz， 
所以 ,pyg 分 别 是 da ,des 用 wi A ws 表示 时 的 系数 . 微分 式 ws 给 
出 了 班 面 M 上 的 Levi-Civita 联络 


了 Pei = onzes, 
lp 一 we. (4. 28) 
由 方程 (4. 6) 得 到 
du 一 一 ws A wg 一 一 (#11822 一 Als ) ol A au 
二 一 Ko A deh. C4, 29) 


我 们 知道 ,总 曲率 下 二 hhw 一 有 是 用 曲面 M 的 第 二 基本 形式 1 

和 第 一 基本 形式 I 来 定义 的 ,但 是 上 式 说 明 下 是 由 dwz,w ,ws 确 

定 的 ,也 就 是 由 MM 的 第 一 基本 形式 确定 的 ,因而 是 曲面 邮 的 内 在 
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的 不 变 其 . 曲面 的 总 曲率 天 与 曲面 在 R’ 中 保持 第 一 基本 形式 的 
变形 是 无 关 的 . 这 个 结果 是 Gauss 发 现 的 ,tauss 本 人 称 它 为 “ 惊 
人 的 "定理 (Theorema egregium).， 

Gauss 在 研究 曲面 时 经 常用 到 这 样 一 个 映射 g: MS:CR， 
使 得 对 任意 的 xEM， 

BLUX)Y = ealr). (4. 30) 

现在 通常 称 它 为 Gauss 映射 (图 12). 显然 ,(el ,es,e;) 仍 可 看 作 5? 
上 点 g(z) 录 的 正 交 标 架 , 由 于 


图 12 


des = wel Wares 
所 以 第 三 基本 形式 
EH 一 des* dei 一 【el + (oo,)? 
是 $ 上 的 第 一 基本 形式 通过 Gauss 映射 拉 回 到 曲面 上 的 二 次 微 
分 式 . 同样 


好 da 一 dl A was, (4. 3]》 
其 中 do 表示 S* 上 的 面积 元 素 . 从 (4. 29) 式 得 到 
x do 
一 da 《4. 32) 


这 即 给 出 了 总 曲率 长 的 一 个 几何 解释 ; 设 曲面 M 上 区 域 万 在 
Gauss 上 映射 下 的 像 记 为 D' ,它们 的 面积 分 别 是 4 和 A', 则 


Dr A 


因此 总 曲率 下 是 曲面 在 一 点 的 弯曲 的 测度 ， 
第 五 章 84 已 用 内 在 方式 证 明了 Gauss-Bonnet 公式 : 石 邮 
是 紧 教 的 二 维 定向 的 歼 曼 流 形 , 则 


1 _ 
区 | Ka4 — x(M). C4. 33) 


这 个 公式 的 推广 和 研究 激发 了 数学 的 许多 分 支 的 发 展 , 项 面 的 整 
体 性 质 旦 近年 来 很 活跃 的 课题 , 在 附录 一 “ 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 巾 
面 ” 一 文中 包括 了 整体 微分 几何 中 一 些 最 基本 的 定理 . 在 这 里 我 们 
介绍 刻画 球面 特征 的 Liebmann 定理 ， 

引 理 1 设 对 是 总 曲率 天 为 荫 数 的 二 维 野 致 曲面 , 则 天 必 
大 于 等 ， 

证 明 考虑 函数 r(x) 一 xz，z. 因为 用 的 紧 狐 性 , 喜 必 有 -一 所 
Xo 时 ,使 rt(7) 在 zr 一 zo 处 达到 最 大 值 . 所 以 

dr|, =0, dl, <o. (4. 34) 


因为 


4g, 二 T+*dro= {rz: e176 二 (FT "Ey DD, 


2 
所 以 
rx*el, =—=z*e|, 一 0， 4. 35) 
即 秋 径 ze 正好 是 曲面 好 在 点 zo 的 法 矢量 . 
微分 z ，e;(i 二 1 ,2), 则 得 
dtr *e)= dre 二 Tz 工 *， de, 


3 
一 十 DD w(x . EL), 
点 二 1 
利用 C4, 35? 趟 则 有 
dix * e)|, 一 [ew; 十 twis Cr “es)]。. (4. 36) 


因此 


0 dts = [d(x em + d(x + ews] 
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= Lm) 十 (os ],, 
二 Cea 十 Waits)s * (TF es)z (4. 37) 


因为 [Cw 十 (wj 之 0, 且 x 是 M 上 离 原点 口 的 最 远 点 , 故 
To 0 To eve2s 天 
于 是 M 在 点 zx。 的 第 二 基本 形式 
I = (ns 十 zz) 
是 恒定 的 二 次 形式 ,因此 它 的 系数 行列 式 
K(xro) = (huhze — hls)s > 0， 
因为 已 假定 对 的 总 曲率 天 是 常数 , 故 它 必 是 正 的 常数 . 
引 理 2 若 放 是 处 好 为 脐 点 的 连 盈 曲面 , 则 MM 必 为 一 块 球面 
或 平面 . 
证 明 x+ 是 MM 的 脐 点 的 条 件 是 Weingarten 变换 在 x 的 特 
征 方 癌 不 定 , 所 以 
de;s 十 &dr 一 0， (4. 38) 
其 中 es 是 曲面 的 法 矢量 , 是 主 曲率 . 现在 M 上 处 处 是 脐 点 ,所 以 
上 式 在 整个 M 上 成 并 ,有 是 = 玉 是 M 上 的 光 消 羡 数 . 外 微分 
(4. 38) 式 , 则 得 
dE A dz = (dk A we (dk A w,)e, = 0, 
dkAw=0, dA ww,°= 0, 
因为 四 A ws 关 0, 所 以 
dE = 0, k= const, (4. 39) 
下 面 分 两 种 情形 讨论 : 
(1) 设 庆 ==0, 则 由 (4. 38) 式 得 
de: 二 0， es 一 e3( 常 矢量 ) ， 


d(x es) 一 dr eg 一 和， 
并 。，6d 一 COnSt. (4, 40) 
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可 见 M 是 RB? 中 的 平面 . 
《2) 设 上 夫 0, 则 由 人 4. 38) 式 得 


d| 皇 十 zj 一 0， 
是 十 工 一 区 (过 天 量 )， 


所 以 

1 

k? 

即 M 是 以 xo 为 中 心 , 以 17 | 上 1 为 半径 的 一 块 球面 ， 
定理 4. 2(Liebmana 定理 ) 设 对 是 下 中 总 曲率 天 是 常数 

的 紧 致 连通 曲面 , 则 对 是 球面 . 

证 明 根据 引 理 1,K 必 是 正常 数 . 设 筷 ,ks 是 的 主 曲 率 ， 
如 2: 则 下 二 2 守 0. 由 定理 4.1, 和 是 MM 上 的 连续 清 数 ;由 十 于 
的 紧 致 性 , 均 可 设 名 在 点 xo。E MM 达到 最 大 值 , 因 面 帮 在 ze 达到 
最 小 值 ， 

下 面 分 两 种 情形 考虑 ， 

(1) 者 (Cro) 一 Cro) ;因为 (ro) 守 让 庄 和 宇 k(xo) ;所 以 在 
MM 上 处 处 有 一 二 土 VK ,根据 引 理 2,MM 是 球面 . 

(2) 设 如 Cro) 之 并 (x0), 刚 zo 不 是 脐 点 ;所 以 存在 ro 的 一 个 
邻 域 上, 使 其 中 每 一 点 都 是 非 脐 点 , 因此 在 U 内 可 取 Darboux 标 
架 (zielyezyes), 鸽 e1 ,es 分 别 是 对 应 于 主 曲 率 ,的 答 此 正 交 的 
主 方向 , 故 


(4. 41} 


《Az 一 TO) 一 


0013 二 更 1 3 一 是 300y 。 《4. 42) 
若 设 ws 二 pw 十 qe; 命 
dp = po 十 pay dg = no 十 9aos， (4. 43) 
则 
deans = (gi 一 po)w A ms . 4. 44 7》 


与 Gauss 方程 (4. 29) 对 照 得 色 
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KK 一 一 031 ps), (4. 


外 微分 (4. 42) 式 ,并 利用 Codazzi 方程 (4. 7), 则 有 
dg A on pki A wa = phatdl A ww,, 
dk A ws 十 qk A wo = Rw A Ws, 

所 以 
{dRi 一 plik 一 kwa) A ww = 0, 


(4 
(dk, 一 (| 一 Ra Je ) 六 tu 一 0， 
由 于 下 。 友 一 玉 一 const20, 故 下 一 玉 必 因此 
ds 一 dk， (4，, 
1 
代入 4.46) 的 第 二 式 则 得 
gk: 
过 更 1 十 《让 一 ka) | 让 tr 一 0. Cd 
联合 (4. 48) 式 和 (4, 46) 的 第 一 式 则 有 
下 
dh 一 一 Rb) ph — hw (4 
根据 假定 :1 在 证 站 如 达到 最 大 值 ,所 以 
dg, | 二 0， 这 纹 ， 1。 过 0, (C4, 
又 因为 在 点 ro 处 10 一 中 天 0 故 有 
plro) 一 g(ro) 一 0, (4, 


将 (4. 49) 式 再 微分 一 次 ,并 限制 在 点 zxo 则 有 
0: d?81 加 


大 
一 [ - RR 一 gC): 十 (一 2 ) pal wa )” 


kk: 
十 | 一 Eg 一 kk,) 十 《下 一 ho) pi we | ， 《4. 


wi 


其 中 Cu] #2 可 取 人 和 任意 实数 值 . 由 于 在 点 To 处 有 
天 > 0， Ri 一 kk, > 0, 
让 (4. 52) 式 右 端 的 二 次 形式 分 别 在 方向 eyer 上 取 值 , 则 得 
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45) 


.46» 


47) 


48) 


49) 
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51} 


52) 


一 人 kz EO palxo) ED. [4. 53) 
代入 (4. 45) 式 得 到 
K(xo) 扫 0， 
这 与 久之 0 相 蓝 盾 , 因 此 这 种 情形 是 不 可 能 出 现 的 . 证 毕 . 


第 七 章 复 流 形 


31 复 流 形 


复 流 形 的 定义 在 形式 上 和 实 流 形 是 一 样 的 , 但 是 复 结构 是 加 
在 流 形 上 的 一 种 很 强 的 构造 ,因而 具有 更 丰富 的 内 容 . 

设 C 表示 复数 域 ,C, 是 数组 (cl ,…,c”") (cEC) 所 成 的 复 m 维 
和 失 量 空间 . 

定义 1.1 设 M 是 有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 .车 在 M 上 给 
定 了 一 族 坐 标 卡 {(U。,9。)) ,使 得 {U6} 构 成 M 的 开 履 盖 ,而 每 一 个 
9: 是 从 U。 到 Co。 的 一 个 开 集 由 上 的 同 胚 ,并 且 满 足以 下 条 件 : 对 
任意 的 U.,Ug, 若 UUgp 关 名 , 则 

Pp ° pa : PalUs (| Up) — pelU, (| Up) 
是 Co。 的 两 个 开 集 之 间 的 全 纯 映 射 , 则 称 M 是 m 维 复 流 形 . 

芭 (z，…z”)(z EC) 是 Ce 上 的 局 部 坐标 系 , Cw! ，*… tw”) (ru 
EOC) 是 Us 上 的 局 部 坐标 系 , 当 UNUgp 关 BG 时 ,在 Us 站 Us 上 映射 
9s。9。 可 用 局 部 坐标 表 为 

太一 过 (zz 1 CLCm. (1.1) 
那么 pp。9。 是 全 纯 上 映射 的 意思 是 ; 每 个 函数 wt(z!,…,z") 在 CC， 
的 开 集 p。(U. 门 Up) 上 是 全 纯 的 . 

所 谓 全 纯 函 数 的 意思 是 指 : 设 U 是 C 中 一 个 开 集 ,其 坐标 


也 命 zi 二 TX/ 十 i。 ,所 以 C= 可 看 作 实 数组 (zl,-…,z™,yi sy ) 构成 的 实 em 
维 矢量 空间 R2”. C 上 的 拓扑 结构 与 R2” 是 一 致 的 . 显然 ,C 中 形 如 


{eee | Sg 一 zd) (zi— 2) <r, rER,rS> | 
j=1 
的 集合 构成 Cu 的 拓扑 基 ， 
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x 加 表 成 2 二 x 十 iy'. 设 f 是 定义 在 U 上 的 复 值 光滑 阴 数 , 它 可 
以 表 成 


三 (zl 9 ,之 ”) 一 g(x 9"*" ,2 9""° ,YY ) 
十 h(x yy (1. 2 ) 
如 果 Cauchy-Riemann 条 件 : 
og dh og _ kh 
drt Di dy az ] 三 km (1. 3) 
成 立 , 则 称 了 是 坊 上 的 全 纯 函 数 . 下 面 三 个 条 件 是 彼此 等 价 的 : 
(1) ff 是 全 纯 吗 数 ， 


(2) 在 每 一 点 aEU 有 一 个 邻 域 VCU,f 在 V 内 可 表 成 收敛 
的 舌 级 数 
f(2)= 2) cnt zl — a (2™ — a”); (1.4) 


| 1 0 


(3) 复 导数 54 (1<hk<m) 在 U 内 是 存在 的 ， 


现在 ,映射 pe。P。 是 全 纯 的 ,而 且 是 从 we(U。 站 Dos) 到 ps(U7。 


Ow! 9 yz) 
9(z ，…。 ,之 ) 0. (1. 5) 


定义 1.2 设 MM,N 分 别 是 m,n 维 复 流 形 ,f; M->N 是 连续 
映射 . 各 对 每 一 点 PE M, 存 在 一 个 邻 域 U, 使 得 f 在 U 内 可 用 局 
部 坐标 表 成 

we = VCz1 2"), 1 Ln, (1. 6) 

其 中 w: 都 是 全 纯 函 数 , 则 称 f 是 全 纯 映 射 . 

设 f; MC 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 函 数 . 根据 极 大 模 原 理 , 若 
在 po€ M 的 一 个 邻 域 U 内 f 在 po 的 模 取 到 最 大 值 , 即 | /2) < 
|f(po)| (pED), 则 在 U 内 有 

f(p) = f (po). 
如 果 M 是 紧 致 的 连通 复 流 形 ,|f(p)|1(pE M) 是 M 上 的 连续 函 
数 , 它 必 在 M 上 取 到 最 大 值 . 根据 前 面 的 断言 ,M 上 的 全 纯 函 数 f 
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必定 取 常 值 . 由 此 可 知 , 从 紧 致 的 连通 复 流 形 M 到 C, 中 的 全 纯 映 
射 f; M 一 C; 必定 把 M 上 映 为 C, 中 的 一 个 点 . 

例 1 C 是 m 维 复 流 形 .Ci 就 是 Gauss 复 平 面 . 

例 2 复 m 维 射影 空间 CP. 

在 人 +i 一 (0} 的 元 素 之 轩 定 义 如 下 的 关系 一 : 


(z ,之 之 ”) ~ (vw ,ww ,0 ,0" ) 
当 且 仅 当 存在 非 零 复数 4, 使 
(2z ,2 ,ee ,2 ”) 一 A(w" :ve » TU” ). (1.7) 


容易 验证 ,这 是 等 价 关系 . 复 mm 维 射影 空间 CP 就 是 商 空 间 (C4i 
一 40))/ 一 ,其 中 的 元 素 记 作 [z*,z!,…,z”]. 数组 (z",z!,… ,xz”) 称 
为 氮 [Lz ,zz ,… ,z”j 的 齐 次 坐标 ,它们 被 CP, 中 的 点 确定 到 差 一 个 
非 零 复 数 因子 . 同 实 射 影 空 间 ,CP 能 用 mm 十 1 个 开 集 U;(0 志 志 
m) 访 满 ,其 中 
Uj;= {[z ,2 ,°° ,2"]| € CP,,z’ #0}, (1. 8) 
U; 上 的 坐标 是 : 
局 二 zz/z/, 0kECm, kj. (1.9) 
因为 必 可 以 取 到 任意 的 复数 值 ,所 以 每 一 个 Ci 和 C。 是 同 胚 的 . 
在 广 站 上 ,坐标 变换 公式 是 
六 =/ hjk, 
才 " 一 ] /7 
它们 都 是 全 纯 函 数 , 因 此 CP 是 m 维 复 流 形 ， 

复 一 维 射影 空间 CP; 在 被 看 作 二 维 实 流 形 时 ,通常 称 为 黎 曼 
球面 . 因 为 CP 可 以 用 两 个 坐标 域 U。， 1 族 住 ,而 且 Uo 与 CP 只 
老 一 点 p 二 [0,1j,UVo 同 胚 于 Gauss 复 平 面 , 所 以 黎 曼 球面 CP 辣 
上 舟 于 Gauss 复 平面 的 一 点 紧 致 化 , 即 二 维 球面 S7. 

考虑 自然 投影 XT: Cnt1— (0}— CP ,使 得 

AT(Z 2 2 = [2 ,zl 2" |. (1.11) 
对 于 PECP。r (pp) 可 以 和 C*=Ci 一 10} 等 同 起 来 . 我 们 把 
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(1. 10) 


r (7) 中 的 坐标 (xz ,zl,…,z”) 代 之 以 = zt/zi(0 才 有 才 m ,此 郑 
1) 和 z/, 则 
Tt (U,V,xC'. 
这 说 明 C+ 一 {10} 有 局 部 积 的 结构 ,z’ 给 出 了 纤维 x-!1(p) 上 的 坐 
标 . 
若 pEUjNUi, 则 U; 和 Ui 分 别 在 纤维 zx-1(p) 上 给 出 坐标 系 
z’ 和 z*. 在 同一 点 XEXx "(pp) 的 两 个 坐标 zi/ 和 x 之 间 有 关系 
2 = 2 sl! = zf, (1. 12) 
其 中 心 : UNUs C* 是 岂 m 上 的 非 零 全 纯 函 数 . 所 以 C 
一 40) 是 复 m 维 射 影 空间 CP 上 的 全 纯 纤 维 从 ,其 纤维 型 和 结构 
群 都 是 C*. 
在 C+! 中 考虑 方程 


D2 z= 1. (1. 13) 


各 把 Co+i 看 作 实 矢量 空间 请 “+?, 则 方程 (1. 13) 在 R*"t? 中 定义 
了 一 个 2m 十 1 维 单位 球面 S*”*+1( 为 区 别 起 见 , 实 维 数 记 在 右上 
方 , 复 维 数 记 在 右 下 方 ). : 
把 自然 投影 (1.11) 限 制 在 S2”+: 上 则 得 
T: St CP,. (1. 14) 
对 于 任意 的 PE CP。, 完 全 北 像 r-!1(p) 是 一 个 圆周 . 这 称 为 2 
的 Hopf 纤维 化 . 
当 Mi 一 1 时 ,(1.14) 式 可 写 为 
T: 0 一 CCP 一 9S2， (1. 15) 
其 中 CPi 与 S: 是 拓扑 同 胚 的 . 这 是 一 个 从 高 维 到 低 维 的 实质 性 
Cessential) 上 映射 的 例子 ,在 拓扑 学 同 伦 论 的 发 展 中 是 重要 的 中 
实 . 


中 ”一 个 连续 映射 f; X->y 叫做 实质 的 (essential) ,如 果 它 不 与 常 值 映 射 X-> wo 
EY 同 伦 , 即 非 零 伦 的 . 
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例 3 由 一 组 齐 次 多 项 式 
忆 (z0zlz72) = 0, ll gq, 
在 CP 中 确定 的 轨迹 称 为 代数 流 形 (algebraic variety). 例如 : 方 
程 
(z0)2 十 %… 十 (z”)2 一 0 (1. 16) 

给 出 的 复 流 形 称 为 超 二 次 曲面 . 周 炜 良 的 一 个 定理 说 : 隐蔽 在 
CP 中 的 每 一 个 紧 致 子 流 形 必 是 一 个 代数 流 形 . 

例 4 复 环 面 . 

C 可 看 作 2m 维 实 矢量 空间 RY. 在 R”* 中 取 2m 个 实 线性 无 
关 的 矢量 {v。}, 它 产生 的 格 是 


2 
L = {dnw., ne € Z|. (1. 17) 
a=1 


C, 和 工 都 是 加 群 . 商 空 间 CV/L 是 一 个 m 维 复 流 形 , 称 为 m 维 复 
环 面 . 
在 拓扑 上 ,m 维 复 环 面 和 2m 维 ( 实 ) 环 面 是 同 胚 的 . 但 是 前 者 
有 复 流 形 结构 ,所 以 有 更 丰富 的 内 容 . 例如 , 当 m==1 时 , 复 环 面 到 
目 身 的 全 纯 上 映射 是 保 角 的 ,因此 矢量 wm 和 vw; 的 夹 角 以 及 它们 的 
长 度 之 比 在 全 纯 上 映射 下 是 不 变 的 . 
奉 复 环 面 可 以 嵌入 复 射影 空间 作为 非 奇异 子 流 形 , 即 对 于 充 
分 大 的 NN ,存在 非 退 化 的 全 纯 映 射 
f:C,/L— CPy, (1. 18) 
则 称 这 个 复 环 面 是 Abel 流 形 . Abel 流 形 是 代数 几何 和 数论 的 一 
个 重要 分 支 . : 
例 $ Hopf 流 形 . 
考虑 变换 a Cn 一 (0)- 一 Cn 一 (0)} ,使 
a(z1 2m) 一 2(zl1) yzm)， (1. 19) 
由 a 生成 的 离散 群 记 作 A, 则 商 空 间 C, 一 {0}/A 是 一 个 m 维 复 流 
形 , 称 为 Hopf 流 形 . | 
在 拓扑 上 ,Hopf 流 形 和 S”™” “xS! 是 同 胚 的 . 为 此 ,我 们 只 要 
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考虑 C= 二 R” 中 半径 分 别 为 1 和 2 的 两 个 同心 球 S” (1) 与 
Sm”-1(2) 所 夹 的 球 过 区 域 ( 见 图 13) ,并 且 把 这 两 个 球面 截取 半径 
所 得 线段 的 两 个 端点 粘 合 成 一 点 ,这 样 得 到 的 空间 显然 和 Hopf 
流 形 是 同 胚 的 ， 


图 13 


Hopf 流 形 是 最 简单 的 非 代 数 流 形 的 例子 . 
例 6 议 M 是 二 维 定 阿 曲面 , 黎 曼 度量 是 
ds = (w)? 十 《co2). (1. 20) 
假定 ds: 是 解析 的 , 则 
ds* = (ol 十 io )(owl 一 iw,), 


并 且 微 分 方程 ow 十 iws 二 0 有 积分 因子 4, 使 


A(w 十 iw,) = dz ， (1. 21) 
因此 
dsz 一 Tsdzd5z (1. 22) 
若 命 zz 二 工 十 iy, 则 
ds? 一 dr + dy2)， (1. 23) 
这 说 明 曲 面 上 解析 的 黎 曼 度量 在 局 部 上 总 是 和 欧 氏 变量 成 保 角 对 
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A 


应 的 . 使 黎 曙 度量 ds: 能 写成 (1. 23) 式 的 参数 z,y 称 为 曲面 的 等 
温 参 数 . 当 ds: 是 光滑 的 情形 ,根据 Korn-Lichtenstein 定理 (这 是 
一 个 困难 的 定理 ,参看 S.S. Chern ,“An elementary ptroof of the 
existence of isothermal parameters on a surface”, Proc AMS, 


6(1955)，771 一 782). 曲面 的 定向 由 
dz 人 dy = dz A dz (1. 24) 


给 出 . 
若 d* 又 能 写成 


ds* l 


[| 
则 dw 或 是 dz 的 倍数 ,或 是 dz 的 倍数 . 如 果 复 坐标 > 和 也 给 出 了 
曲面 的 同一 个 定向 , 则 dw 必 是 dz 的 倍数 ,因此 w 是 z 的 全 纯 范 
数 . 由 此 可 见 ,二 维 定向 曲面 必 有 复 流 形 构 造 , 使 它 成 为 一 维 复 流 
形 . 一 维 复 流 形 又 称 为 黎 曼 曲面 ,是 单元 复 变 函数 论 的 基本 研究 对 
象 . 


drw d 记 ， (1. 25) 


32 ”和 失 量 空间 上 的 复 结 构 


为 了 深入 研究 复 流 形 的 构造 ,需要 弄 清楚 矢量 空间 上 的 复 结 
构 . 
定义 2.1 设 V 是 m 维 实 矢量 空间 .所 谓 V 上 的 一 个 复 结构 
J 是 V 到 自身 的 一 个 线性 变换 J: V->V ,使 得 
: J :==—id.V—V. (2.1) 
注 记 实质 上 J 是 把 矢量 乘 以 i. 若 命 i 六 =JX, 则 矢量 空 
间 V 成 为 复数 域 上 的 矢量 空间 . 反之 , 若 V 是 复 矢量 空间 , 命 XX 
一 i。 义 , 则 把 V 当 作 实 矢量 空间 时 ,J 是 Y 上 的 复 结 构 . 
说 V' 是 V 的 对 侦 空 间 , 则 V 上 的 复 结 构 J 也 在 V* 上 诱导 出 
一 个 复 结构 , 仍 记 它 为 7, 其 定义 如 下 : 设 aEV',zEV, 则 
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zyvya) = (Jr,a). (2.2) 
显然 J:a== 一 a, 所 以 J 确实 是 V" 上 的 复 结构 . 
取 V 的 一 个 基 展 e:, 1 二 7r 夺 m; 设 复 结 构 了 关于 基底 (er-) 的 托 
阵 是 A 二 (a’) , 即 


ei , 


em 
其 中 a; 是 实数 . 由 于 了 ?= 一 id, 所 以 
A’: 一 一 了 ， (2. 4) 
其 中 了 表示 mrx Xm 阶 单位 矩阵 . 显然 ,矩阵 4 的 特征 值 是 土 i, 而 且 
必须 成 对 出 现 , 所 以 V 的 实 维 数 必 是 偶数 . 设 m=2n. 
设 V' 中 与 {e, 1&7r 志 2n)} 对 偶 的 基底 是 {e*',1 志 7r 志 2n), 根 
据 (2. 2) 式 得 到 
: | , (2.5) 


即 V "中 的 复 结构 J 关于 基底 {e'",1 才 r 志 2n} 的 矩阵 是 '4, 它 与 4 
有 相同 的 特征 值 . 

因为 4 的 特征 值 是 纯 虚 数 ,所 以 考虑 了" 的 复 化 空间 V "GCC 
比较 方便 . Y“@C 是 Y 上 复 值 线性 函数 的 集合 , 它 是 复 mm 维 矢 
量 空 间 . 设 人 是 了 @C 中 任意 一 个 元 素 , 则 4 可 以 表 成 

人 一 ww 十 12， (2. 6 ) 

其 中 a,BEV*. 很 明显 ,7 "的 基底 可 作为 了 QQ C 的 基底 , V* 上 
的 复 结构 J 可 自然 地 扩展 为 复 化 空间 V*@ C 的 复 结构 J， 只 要 
规定 


JA= Ja hp. (2.7) 

现在 了 “Co C 是 复 矢量 空间 , 复 结构 J 的 特征 值 是 土 {, 所 以 

对 应 于 特征 值 十 的 特征 矢量 必然 是 存在 的 ,在 V"@ C 中 复 结 

构 J 的 对 应 于 i 的 特征 矢量 称 为 (1,0) 型 元 素 , 对 应 于 一 i 的 特征 
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矢量 称 为 (0,1) 型 元 素 . 显然 ,V'@ C 中 全 体 (1,0) 型 元 素 组 成 
GCC 的 复 子 空间 , 记 作 Ve, 全体 (0,1) 型 元 素 也 组 成 V*WC 
实际 上 ,如 果 4 二 a 十 i8EVc, 则 由 (2.7) 式 得 
JA= Ja ph 

一 i(ae 十 ip8) = 一 8 十 ia 
所 以 

Ja=— BB, JB=a. (2. 8) 
由 此 可 见 

J A= J(a—iB) 一 一 ie 一 i0) 一 一 11， 

即 ME Vc. 容易 验证 ,vc 站 yc= (0}. 另外 了 Q@ C 中 任意 一 个 元 
素 都 可 表 成 (1,0) 型 元 素 与 (0,1) 型 元 素 的 和 , 设 f€EW' 的 C, 命 


广 一 了 (一 让 JP， f= ti I), (2. 9) 


则 f= 所 十 fs, 并 和 且 
Jfi=i: fi, Jfs=— i f,, (2. 10) 
即 有 EVe,fiEVc， 所 以 V* 的 C 可 以 表示 成 Ve 与 Ve 的 直 和 . 
这 又 说 明 Vc 和 Ve 都 是 n==m/2 维 复 失 量 空间 . 
在 Vc 中 任 取 一 个 基底 改 ,1 声 j 志 nn; 则 {W,,1 声 j 志 n) 构 成 
V "QO CC 的 一 个 基底 . 在 此 基底 下 , 复 结构 J 的 矩阵 化 成 标准 型 


1 
(2. 11) 


现在 把 了 上 的 复 值 线性 函数 V 分 解 成 实 部 和 虚 部 , 命 
N=e*i 二 +i*e” "+t/, (2. 12) 
其 中 e"’ 和 ee" ""' 是 V* 中 的 元 素 . 由 于 JXW 二 i。wV, 由 (2.7) 式 可 得 
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Je’i=—e” "tl, Je’”t/’—e"i. (2. 13) 
另外 ,从 (2. 12) 式 得 到 
ei 二 方 (W 十 入 )， 
. | (2. 14) 
2” P# 十 7 — 了 (4 _ 如 ). 
由 此 可 见 , 这 2 个 Y 上 的 实 值 线性 图 数 e…e” ,1 委 j 委 2 可 以 
和 人 (人 汉 ，1 委 j 委 *)} 互 相 复线 性 表示 ， 因 此 它们 是 Y "QQ C 的 一 个 
基底 ,因而 也 是 了 "的 一 个 基底 . 
设 {eies 交 1 委 j) 委 2) 是 V 中 与 上 面 的 {e*!,e"* ”1 委 j) 委 2) 对 
偶 的 基底 , 则 容易 验证 
Je;=esti, Jert; =— ej. (2. 15) 
定理 2.1 设 J 是 实 矢量 空间 V 上 的 一 个 复 结构 , 则 V 的 维 
数 mx 必 是 偶数 , 记 m= 二 2n; 而 且 在 空间 V 中 必 有 基底 {ej,Jej,1 志 j 
三 n). 此 外 ,任意 两 个 这 样 的 基底 赋予 的 定向 是 相同 的 . 
证 明 空间 V 中 形 如 {ej,Jej,1 志 7 二} 的 基底 的 存在 性 已 在 
前 面 的 讨论 中 证 明了 . 现在 只 需 证 明 它 们 给 出 了 Y 的 确定 的 定 
向 ， 
如 前 面 所 述 , 在 V' 中 有 对 偶 基 底 {e*i, 一 Je*i,1 声 j 才 mn). 设 b 
如 (2. 12) 式 所 定义 , 则 
er 人 Je 一 一 e* 人 e+i) 一 一 号 A x, 
故 
] 


A le’’A Je’’) = [一 二 


l& j En 2 | l& /和 
如 采 在 VOC 中 取 另 一 个 基底 {joy ,1 志 j 才 n) ,其 中 心 是 

V "WC 中 的 (1,0) 型 元 素 , 则 有 nxn 阶 非 退 化 复 和 矩阵 G, 使 
(py) = MN)» G, (2. 17) 


(XW A NX). (2.16) 


因此 


pl hh: A p= (det G)A A 人 各 
A (pi A p17) = |det G|? A (XW A Ni). 
上 式 表 明 等 号 两 边 的 两 个 2 次 外 形式 只 差 一 正 数 因 子 |det G |?， 
这 就 证 明了 ,如 果 {aiyai1 委 j 委 四 是 了 中 由 {pip ,1 委 j 委 站 } 决 
定 的 为 一 个 基底 , 则 它 与 {ej,Jej,1 志 7 志 nn} 给 出 的 V 的 定向 是 相同 
的 . 
前 面 已 经 证 明 , 如 果 在 V 上 给 定 了 一 个 复 结 构 .J, 则 Y "GOC 
有 唯一 的 直 和 分 解 Vc 四 Vc, 后 面 的 两 个 子 空间 在 复 共 轿 下 有 一 
一 对 应 关系 . 反 过 来 ,V*@C 的 任意 一 个 这 样 的 直 和 分 解 也 在 V 
上 确定 了 一 个 复 结构 . 
定理 2.2 设 V 是 实 2” 维 矢 量 空间 . 若 Y "QQ C 有 任意 一 个 
直 和 分 解 Ve @ Ve, 使 得 Vc 和 Ve 在 复 共 辑 下 有 一 一 对 应 关系 ， 
则 在 V 中 有 唯一 的 一 个 复 结构 J ,使 7 以 Vc 中 的 元 素 为 (1,0) 型 
元 素 ,以 Vc 中 的 元 素 为 (0,1) 型 元 素 . 
证 明 和 定义 线性 变换 J: 7 QC 一 QQ C 如下: 
Jf=i*f, ff EV, 
Jf=—i.f, feEeV.e. 
因为 V*O C=Ve @ Ve, 所 以 映射 7 是 由 (2. 19) 式 完全 确定 的 . 
在 Vc 中 取 基 底 V,1 志 7 志 n, 命 


ee = pi 十 和 )， ecohi 一 一 六 (4 — XN). (2.20) 


则 e*"’ 和 e* "都 是 空间 V 上 的 实 值 线性 函数 ,所 以 {e*i,e* "+i,1 
人 jn} 既是 V"6OC 的 基底 ,也 是 V* 的 基底 . 因为 


Je’’ 一 pA . Ai—i.。A) 一 一 e”* "tl, 


(2. 18) 


(2. 19) 


(2. 21) 
Je* "ti 一 一 六 ( ,十 让 NWN) 一 e"i, 
所 以 了 是 Y "上 的 复 结构 ,因而 在 了 V 上 定义 了 一 个 复 结构 .出 
(2.19) 式 可 知 ,Vc 和 Ve 分 别 是 关于 J 的 (1,0) 型 元 素 和 (0,1) 型 
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元 素 构成 的 复 子 空间 . 唯一 性 是 显然 的 ;因为 ,如 果 J 是 适合 定理 
要 求 的 复 结构 , 则 (2. 19) 式 必须 成 立 . 证 毕 . 
现在 我 们 来 考虑 空间 A'(V*@ C), 它 的 元 素 是 V 上 复数 值 > 
重 反 对 称 线性 困 数 . 显然 ,该 空间 可 表 成 直 和 和 ， 
AV* BO)= YAWVe)A (ATV), (2.22) 


pigq=r 


其 中 CA?Vc) A (hsVe) 中 的 元 素 可 以 表示 成 
DC ss A A XA MA A Xn (2.23) 
1 ‘ip'J1 jo 


若 用 |[ 记 空 间 4 一 @ C) 到 (2,a) 次 外 形式 空间 
户 ,9 


(CAVe) A CAVe) (p+g=r) 


的 自然 投影 ; 命 

av 一 ||“， (2. 24) 
则 

a = 2 ao (2. 25) 
下 列 性 质 是 明显 的 ， 


(1) 大 a 是 (p,qg) 次 外 形式 , 则 a 是 (gq,p) 次 外 形式 ，; 

(1) 夺 a 是 (p,qg) 次 外 形式 , 则 a&# 是 (gq,p) 次 外 形式 ，; 

(2) 大 a 是 (p,q) 次 外 形式 ,8 是 (r,s) 次 外 形式 , 则 a 入 B 是 
(Pp 十 r,g 十 s) 次 外 形式 ， 

(3) 五 或 g>>n, 则 (p,q) 次 外 形式 必 为 零 . 

注 记 ”在 上 面 的 叙述 中 我 们 着 重 讨论 的 是 Y 的 对 偶 空间 V* 
的 复 化 空间 ,这 是 因为 "的 元 素 是 V 上 的 实 值 线性 函数 ,因此 它 
乘 以 i( 虚 数 单位 ) 的 意义 是 很 明白 的 . 反 过 来 也 可 以 考虑 V 的 复 
化 至 间 V@ C, 这 时 把 看 作 Y "上 的 对 偶 空 间 ， 我 们 把 复 结构 J 
在 VE C 中 对 应 于 特征 值 士 i 的 特征 矢量 分 别称 为 (1,0) 型 矢量 
和 (0,1) 型 矢量 . 根据 定理 2. 1, 在 Y 中 存在 基底 {ej,Jej,1 声 j 声 
n); 夺 命 
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le -一 iJe,) 9 


和 一 了 


€; 二 一 9 (€) 十 lyei)， 


则 &,&; 分 别 是 YGQ C 中 的 (1,0) 型 矢量 和 (0,1) 型 矢量 ,并且 它 
们 构成 YC 的 基底 . 把 确定 了 和 Y* 的 对 偶 关 系 的 配合 作 复线 
性 扩张 , 则 定理 2. 1 中 的 你, 业 ,1 委 7 委 站 和 (16 全 ,1 雪 ) 委 中 恰好 
是 彼此 对 偶 的 基底 . 实际 上 


(6 4) 一 方 (e — iJe,e’t — iJe*!) 


一 六 {(eive — (Je,,Je"*) 
— i(Jejse’*) — ile,,Je**)) 
= 6), 
同 理 
(EM) = (CXR) = 0, (€,X) = 04. 
定义 2.2 设 Y 是 有 复 结构 ,7 的 实 矢量 空间 . 若 万 : V XV 一 
C 是 二 元 复数 值 函 数 , 它 满足 下 列 条 件 ; 
(1) 对 任意 的 zi ,zy,yEV ,ai,a; ER, 则 
H (airi 十 azzzyy) 一 a147 (zi y) 十 2 人 (zzyy); 
(2) 对 任意 的 z,yEy, 则 有 
H(y,7x) = H(z,y); 
(3) H(Jz,y)=iH (zr,y), 
则 称 五 是 实 矢 量 空间 V 的 一 个 Hermite 结构 . 
看 从 已 (zy) 分 出 实 部 和 虑 部 ,写成 
H(z,y) = F(z,y) + iG(r,y), (2. 27) 
则 FF 和 G 都 是 V 上 的 实数 值 双 线 性 函数 . 从 条 件 (2) 得 
《9Z) + GYy,T) = Fr,y) — iG(r, y), 
所 以 
37) = Fr,y), Gl(y,x)=— G(r,y), (2.28) 
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即 下 是 对 称 双 线 性 函数 ,G 是 反对 称 双 线性 函数 . 由 条 件 (3) 得 
FJzyy) 一 一 G(rzy)，COJzy) = F(r,y). (2.29) 
由 此 可 知 
FJzyy) = Fryy), GIrydy) = Gr,y). (2.30) 
即 F 和 G 都 是 在 J 下 是 不 变 的 . 因此 ,在 V 上 给 定 一 个 Hermite 
结构 , 则 在 V 上 决定 了 两 个 在 7 下 不 变 的 实数 值 双 线 性 函数 ,其 
中 一 个 是 对 称 的 , 另 一 个 是 反对 称 的 ,这 两 者 可 以 通过 复 结构 J 
互相 表示 ， 
反 过 来 ,如 果 在 有 复 结构 J 的 实 矢量 空间 V 上 给 定 一 个 在 J 
下 不 变 的 实数 值 对 称 双 线 性 函数 (或 反对 称 双 线性 函数 C), 则 
通过 (2. 29) 和 (2. 27) 两 式 ,在 V 上 确定 了 一 个 Hermite 结构 瑟 
(请 读者 自己 验证 ). . 
若 Hermite 结构 态 所 对 应 的 实数 值 对 称 双 线 性 沙 数 F(z,y) 
是 正定 的 , 则 称 Hermite 结构 如 是 正定 的 . 显然 ,正定 的 Hermite 
结构 妃 在 了 Y 上 定义 了 一 个 在 J 下 不 变 的 内 积 : 对 于 z,yEy， 命 


Ty= F(zr,y) 一 (Hz,y) 二 H(zx,y)). (2.31) 


现在 把 Hermite 结构 互 用 Ve 中 的 基底 做 表示 出 来 . 设 z,y 
Ey, 则 它们 可 表 成 
二 > (ziej 十 ZJ1ei)， 
| zi,yER. (2.32) 
> 二 2 (yej tt y" Je)), 
i 二 1 
因此 
H(z,y) = > Crit ict)(y — iy't)H(es, er). (2. 33) 


jr 1 
另 一 方面 ,由 于 {ej,Jej,1 志 jn}) 与 {e"’, 一 Je"’,1<j<<n) 的 
MN(X)= ei(r)— i.* Je'i(z) 
一 TX/ 十 1。 xr 1， 
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同 理 
XM(y) —. ye 一 j 。 PT ， 


所 以 
H(z,y) = OO hjN (TX(Y), (2. 34) 
其 中 
ht = Hlejyer), hjs = his, (2. 35) 
印 
H= OhX OX. (2. 36) 


因为 CC(z,y) 是 了 上 实数 值 反对 称 双 线性 函数 ,所 以 它 对 应 
于 一 个 二 次 外 形式 太 ,使 得 
(XAy,H)=— G(r,Yy). (2. 37) 
态 称 为 Hermite 结构 五 的 Kihler 形式 . 因为 


— G(r,y)= (H(z,y) ~ H(zr,y)) 


加 Dhsr XZ)XY) — Ny XCz)) 
球 


一 (z A yD Dh A 区 )， 
六 jz 人 外 (2. 38 ) 


983 和 近 复 流 形 


定义 3.1 设 M 是 m 维 光滑 流 形 . 设 J 了 是 M 上 一 个 光滑 的 
(1,1) 型 张 量 场 , 即 对 每 一 点 zx€E M,J, 是 切 空间 T,CM) 到 自身 的 
线性 变换 . 如 果 每 一 个 ,-(CzE M) 都 是 切 空 间 T.(CM) 的 复 结构 , 则 
称 张 量 场 了 是 M 的 一 个 近 复 结构 . 给 定 一 个 近 复 结构 的 光滑 流 形 
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称 为 近 复 流 形 (almost complex manifold). 

张 量 场 J 的 光滑 性 是 指 : 车 基 是 M 上 的 光滑 切 失 量 场 , 则 
JX 也 是 M 上 的 光滑 切 矢 量 场 . 显然 ,并 不 是 所 有 的 流 形 都 有 近 复 
结构 的 ;例如 ,根据 定理 2. 1 我 们 有 

定理 3.1 近 复 流 形 必 是 偶 维 的 可 定向 流 形 . 

注 记 ” 偶 维 和 可 定向 的 条 件 并 不 足以 保证 流 形 有 近 复 结 和 
Ehresmann 和 Hopf 证 明了 ,四维 球 $S4 不 能 有 近 复 结构 (参见 
考 文献 [20j, 第 217 页 ). z 

现 设 M 是 m==2n 维 近 复 流 形 , 用 4 沁 光滑 的 复数 值 (1,0) 次 
向 分 式 所 成 的 空间 , 4 是 4 的 复 共 轿 空 间 , 于 是 在 每 一 点 x€EM 
有 直 和 分 解 

T.(M) OC= A, A4.,. z (3.1) 

如 (1 a 委 22) 是 流 形 M 上 的 局 部 坐标 系 .在 切 空间 的 自然 基 
底 3 下 , 近 复 结构 / 可 以 表 成 


| 二 | = DetCz) 3 (3.2) 
其 中 a 是 M 的 一 个 邻 域 上 的 光滑 函数 ,并 且 
era 一 一 8. (3. 3) 
显然 在 每 一 点 zEM, 形 式 
2 (ag 十 这 hp)dz6，1 委 w 委 2x (3. 4) 


是 (1,0) 次 次 外 形式 . 根据 $2 的 讨论 ,在 这 2n 个 (1,0) 次 从 外 形式 中 
怡 及 个 是 复线 性 无 关 的 . 

定理 3.2 复 流 形 自然 是 一 个 近 复 流 形 . 

证 明 一 个 二 维 复 流 形 MM 可 以 看 作 2n 维 实 光滑 流 形 . 设 
(z ,1 委 4 魏 2”) 是 复 流 形 M 的 局 部 坐标 系 , 记 zt 二 zt 十 iy:, 则 {x4， 
1<h<n} 是 实 流 形 M 的 局 部 坐标 系 , | 3 ,2 ,1<t<cn 给 出 
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了 流 形 M 在 坐标 域 上 的 自然 基底 . 
设 在 每 一 点 zE AM, 线 性 变换 J,: TCM) 一 T.(M) 定 义 为 


9_90 [加 | = 一 天 
7 Bi) = 站 “> ay er (3. 5) 


显然 . 严 = 一 id: T,(M) 一 T.(M). 下面 我 们 要 证 明 ,J; 的 定义 与 复 
举 标 xz* 的 选取 无 关 , 因 而 上 面 给 出 的 线性 变换 场 是 M 上 大 范围 
定义 的 近 复 结构 . 
为 证 明 这 一 点 , 设 wt 是 x 附近 的 另 一 个 局 部 复 坐 标 系 , 则 > 
是 wt 的 全 纯 函 数 . 设 w=w 十 iv*, 则 有 Cauchy-Riemann 方程 
dr’ ay am ay 
Onur Dw’ Di 一 Do (3. 6) 
因此 ,(3. 5) 式 所 定义 的 J 作用 在 过 1, 这 x 上 有 


aE EAD 


六)=7 5 3 = + 对 劳动 | ~ Bi 
(3.7) 
即 J 在 (3, 地 1<k<n) 上 的 作用 具有 如 (3.5) 式 给 出 的 形 
(3.5) 式 所 定义 的 近 复 结构 称 为 复 流 形 M 的 典型 的 近 复 结 
构 . 这 时 

J (dz =— dy:, J,.(dy') 一 dz， (3. 8) 
所 以 dz:= 二 dx* 十 1。 dy 是 (1,0) 次 微分 式 ,dz*= 二 dx" 一 1* dy 是 

(0,1) 次 微分 式 . 在 切 空间 的 复 化 空间 T.CM)69C 中 , 命 


电 - 让 二 动 

Dzt 9 xt 1 Dj) ， 1 三 kn， (3.9) 
0 1 

Dzt 2 7 2 十 让 3 9 ll 二 kn. (3.10) 


则 它们 分 别 是 (1,0) 型 切 矢 量 和 (0,1) 型 切 矢 量 , 合 起 来 构成 了 
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7-(M) QC 的 基底 ( 见 82 的 (2. 26) 式 ). 

十 分 自然 的 一 个 问题 是 , 是 否 每 一 个 2n 维 近 复 流 形 都 有 复 
流 形 结 构 ? 当 n= 二 1 时 ,答案 是 肯定 的 ;一 般 情形 则 不 然 ， 

假定 近 复 结构 在 局 部 上 由 n 个 复线 性 无 关 的 一 次 微分 式 
0 (1 魏 4 魏 2) 所 确定 ,使 0% 是 相应 的 (1,0) 次 微分 式 . db 上 是 二 次 外 
微分 式 , 它 可 表 成 


d0:= 5A! A 0'+ DB A BD! 
jt jr 


toc, Fi A 9 (3.11) 
其 中 4r 和 Cx 对 下 指标 是 反对 称 的 . 条 件 
d0* = 0 (mod 07) (3. 12) 


与 {9 } 的 选取 是 无 关 的 . 因为 车 有 另外 个 (1,0) 次 微分 式 x, 它 
们 也 是 复线 性 无 关 的 , 则 可 表 成 


A = 一 211607， (3. 13) 
其 中 pi 是 复数 值 光 滑 函 数 ,并 且 det (jy4) 沽 0. 设 
dy 一 六 六 41 AN 十 并 B 人 天 
jst js 


十 EX VA, (3. 14) 
则 
Co pe = Cn pt, (3. 15) 
所 以 Ci 二 0 当 且 仅 当 Cx =0, 这 就 是 说 (3. 12) 式 等 价 于 
dX = 0 (mod N). 
因此 (3. 12) 是 在 整个 近 复 流 形 上 有 意义 的 条 件 . 
定义 3.2 条 件 (3. 12) 称 为 近 复 流 形 M 的 可 积 条 件 . 如 果 在 
一 个 近 复 流 形 上 可 积 条 件 成 立 , 则 称 该 近 复 流 形 是 可 积 的 . 
二 维 近 复 流 形 总 是 可 积 的 . 维 数 汪 4 时 ,任意 一 个 近 复 流 形 上 
总 有 一 个 不 可 积 的 近 复 结构 ;甚至 原来 是 可 积 的 近 复 结构 ,在 稍 作 
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扰动 之 后 , 便 能 成 为 一 个 不 可 积 的 近 复 结构 ;证 明 都 并 不 容 多 . 

设 M 是 复 流 形 , 则 对 于 M 上 典型 的 近 复 结构 ,dz* 是 (1,0) 次 
微分 式 . 取 0 一 dz*, 则 可 积 条 件 (3.12) 显 然 成 立 , 所 以 复 流 形 上 殿 
型 的 近 复 结构 总 是 可 积 的 . 重要 的 是 , 道 命题 也 对 . 

定理 3.3 如 果 流 形 M 上 有 一 个 可 积 的 近 复 结构 , 则 它 必然 
是 一 个 复 流 形 结构 诱导 的 典型 的 近 复 结构 . 

Newlander 和 Nirenberg 在 近 复 结构 是 光滑 的 假定 下 给 出 了 
定理 的 证 明 2. Nijenhuis 和 Woolf，Kohn, 以 及 Hormander 进 一 
步 证 明了 定理 在 更 弱 的 可 微 性 条 件 下 也 成 立 . 这 些 定理 都 很 艰深 ， 
故 不 在 此 资 述 . 

当 近 复 结构 是 实 解析 的 情形 ,定理 3. 3 很 容易 证 明 . 由 于 条 件 
(3. 12) 成 并 ,根据 Frobenius 定理 ,存在 局 部 复 坐标 系 x*, 使 得 
(1,0) 次 微分 式 是 dz* 的 线性 组 合 . 若 在 同一 个 邻 域内 有 两 个 这 
样 的 坐标 系 xz* 和 wi’, 则 dz 是 dz* 的 线性 组 合 . 这 意味 着 w 是 = 
的 全 纯 函 数 . 这 些 坐 标 系 就 在 M 上 定义 了 复 流 形 构 造 . 

下 面 我 们 把 可 积 条 件 用 近 复 结构 张 量 本 身 表达 出 来 . 由 (3. 2) 
式 , 在 局 部 坐标 系 xz"(1 才 a 志 2n) 下 近 复 结构 J 的 矩阵 是 (a), 它 满 
足 条 件 (3. 3). 所 有 的 (1,0) 次 微分 式 在 局 部 上 必然 可 以 写成 

Da idDdr, 1 2n 
B 
的 线性 组 合 , 因 此 可 积 条 件 (3. 12) 成 为 
dl 2 (0 十 i82)dzp 
一 >》 ag dz A dx? 
及 
=0|mod os 二 isodzx，1<0 坟 2 |， 


(3. 16) 


QD 请 参见 A. Newlander and L. Nirenberg, “Complex analytic coordinates in 
almost complex manifolds”, Ann. of Math, 65(1957), 391~404, 
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其 中 


Upy 一 一 Br” 一 D8 . (3. 17) 
因为 关于 dz: 的 线性 方程 组 
DastioWdr =0, 1<a<2n (3. 18) 


月 
在 了 :CUW)COC 中 决定 了 (1,0) 型 切 和 拓 量 所 成 的 复 子 空间 ,而 后 者 
是 由 (1,0) 型 切 矢 量 


a .ua 0 
2 (48 一 10 8) rc， 1] 委 有 1 私 2n 


张 成 的 ;因此 ,(3. 18) 的 解 组 
yp 一 (ar 一 - i865，… ,48 一 109 ) ， 1] 委 1 和 过 2 (3.19) 
中 的 最 大 线性 无 关 组 给 出 了 (3. 18) 的 基本 解 组 .所 以 从 (3. 16) 式 
得 到 
Daplal 一 这 和 (or 一 这 7 一 0， 
妈 月 ， 
adj — a% a? = (0. (3. 20) 
命 
tgr 一 Gpp ay 一 ay, Q6 ， (3. 21) 
容易 验证 这 是 M 上 的 (1,2) 型 张 量 场 ,叫做 近 复 结构 J 的 拨 率 张 
量 . 这样 ,上 面 的 结果 可 叙述 成 ， 
定理 3.4 设 J 是 流 形 M 上 的 近 复 结构 , 则 J 是 可 积 的 充分 
上 必要 条 件 是 它 的 挠 率 张 量 为 零 . 
定义 3.3 设 w 是 近 复 流 形 M 上 光滑 的 复数 值 外 微分 式 . 基 
在 每 一 点 zE M,w(z) 是 T,(M) 上 的 (p,q) 次 外 形式 , 则 称 w 是 
(p,q9) 次 外 微分 式 . 全 体 (p,q) 次 外 微分 式 的 集合 记 作 4 
很 明显 ，A,,, 是 复数 值 光 滑 函 数 环 上 的 模 , 它 有 下 列 简单 的 
性 质 : 
(1) 各 xcE4。, 则 a€ A,,,; 
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(2) 若 a€ Apa;BE A,,, 则 aAPBE Aptr,otss 
(3) dA,,sCAprz-1l Apti,ot Ap,gtit Ap—1,g+2} 
(4) 车 p 或 9>n [一 十 dim Mj, 则 Ass==0. 
性 质 (3) 需 要 作 些 说 明 . 因为 4 在 局 部 上 是 由 复数 值 光 清明 
数 、(1,0) 次 外 微分 式 和 (0,1) 次 外 微分 式 生 成 的 ,然而 
dAoo CC A Aoi, 
d4 oC A, 二 A 二 Ao,,， 
d4o C As,o 二 4 + Ao,,，, 
所 以 根据 外 微分 的 定义 ,用 归纳 法 立即 得 到 性 质 (3). 
设 wE 4,,. 命 
dw = || dw, ao = [| do . (3. 22) 


则 9: Ap,e* Ap+1,o 和 2: Ap,g ”Ap,gt1 都 是 线性 映射 . 
定理 3.5 设 J 是 流 形 M 上 的 近 复 结构 , 则 J 是 可 积 的 充分 
必要 条 件 是 
d 一 9 十 o. (3. 23) 
证 明 充分 性 . 设 0*(1<k<<n) 是 关于 J 的 \、 在 局 部 上 线性 无 
关 的 (1,0) 次 微分 式 . 由 于 d= 二 3 十 9, 所 以 


[Tiae* -一 0 ， 
0,2 
即 可 积 条 件 
d0* 汪 0 (mod 9’),， 1 过 kn (3. 24) 
成 立 ， 


必要 性 . 若 (3. 24) 成 立 , 则 
dAio CC Ao Al, dA0olCA+ A,.,. (3. 25) 
用 归纳 法 不 难 证 明 
dAy,s CC 4p+le 十 po+l 
所 以 
dd 一 9 十 5. 
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定理 3.6 流 形 M 上 的 近 复 结构 了 是 可 积 的 , 当 且 仅 当 
d=0. (3. 26) 


证 明 必要 性 . 设 J 是 可 积 的 , 则 d=9 十 9, 因 此 
0 一 d: 一 23 十 (9.3 十 3。53) 十 232. 
设 wE 4,,,, 则 
Ow E Apr2gs (9。3 十 9.3)woE 4 FwE 4 


所 以 
Sw=0, (0.0+-+8.0w0=0, w=0, (3.27) 


故 (3. 26) 式 成 立 . 
充分 性 . 设 宁 ==0. 车 下 是 M 上 的 复数 值 光 滑 函 数 , 则 可 记 


dF = >) Fi0! + > G0%, (3. 28) 
k 上 | 
于 是 利用 (3. 11) 式 得 到 
oF = > FO, OF = G0, (3. 29) 
上 是 


oF= [daz) = TTdB 一 qd)F 
0,2 0,2 
一 一 [| d(CeF) 
0,2 | 


=— PFC, GIA (3. 30) 
Ef 


因为 对 任意 的 下 都 有 FF=0, 所 以 Ch 二 0, 即 可 积 条 件 成 立 . 

现在 假定 M 是 n 维 复 流 形 局 部 复 坐 标 系 是 z= x 十 iy*， 
1<k<n, 则 dz 是 M 上 关于 典型 的 近 复 结构 的 (1,0) 次 微分 式 . 
因此 ,M 上 的 (p,qg) 次 光滑 的 外 微分 式 a 在 局 部 上 可 以 表 成 

a= 六 aid 
人 …Adz*AdzA…Adz， (3.31) 

其 中 at 是 复数 值 光 滑 函 数 . 

若 了 是 M 上 的 复数 值 光 滑 函 数 , 则 
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Fi pe of 
dr 二 | Shidz 十 Shdy | 


k=1 
AI 3f z+ 
_ > | dz + Slidzt|, 


其 中 二; 和 a; 分 别 是 (3. 9) 和 (3.10) 两 式 定义 的 算 子 . 所 以 


af = > ; dzt*， Dr = > 3f dz”. (3. 32) 
个 | 口 z 
因此 从 (3. 31) 式 得 到 
ca 一 2 0, .1 1 A dz : 


人 …， 人 dz 名 A dz 人 .人 dza 


as kl 
-== 2 dz* 
Oz 
A dz hh: A dz A dz 人 .… 人 人 dz， (3.33) 
同 理 
Qa, 1. 
二 lp 
aa 一 (— 1)* > 3 dz 1 
人 A…AdzAdzAdzaA.…A 人 人 dz， (3.34) 
若 记 
f (zl ,2") 一 BE(zZ 32) 十 ih(z! ，,""* ,2 ), (3. 35) 
则 
O 9 
a9 2 Be +ti By) (e + ih) 
_1l/l9g | 关 | 28]. 
=- 工 | 强 5 十 | 2 十 ay (3. 36) 
由 此 引出 : 


定理 3.7 设 f 是 复 流 形 M 上 的 复 值 光滑 函数 , 则 f 是 全 纯 
蝴 数 的 充分 必要 条 件 是 3f=0. 


证 明 /的 Cauchy-Riemann 条 件 是 
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og oh O oh 

az By QQy 8zr 
根据 (3. 32) 和 (3. 36) 两 式 , 上 面 的 条 件 与 3f=0 是 等 价 的 , 即 f 
是 全 纯 函 数 的 条 件 是 9f=0. 

如 果 < 是 (p,0) 次 微分 式 , 它 在 局 部 上 表 成 
a 一 Dj at dz A … 人 dz 
当 ck .是 全 纯 函 数 时 , 则 由 定理 3. 6 得 到 
9 是 
da = Oa = >》) -dz A dx A … A dz 

所 以 , 算 子 5 把 全 纯 的 (p,0) 次 微分 式 复线 性 地 映射 为 全 纯 的 (p 
十 1,0) 次 微分 式 . 


$ 4 复 矢量 从 上 的 联络 


在 第 三 章 8$ 1 已 讨论 过 流 形 M 上 的 矢量 从 (E,M,x). 当 纤 维 
型 是 9 维 复 失 量 空间 Y 时 ,所 得 的 矢量 丛 就 是 M 上 的 复 g 维 矢量 
丛 . 这 时 ,结构 群 是 

GL(V) > GL(g;C). 

假定 M 是 m 维 光滑 流 形 ,(E,M,7) 是 M 上 的 复 g 维和 拓 量 从 ， 
则 截面 空间 (EE) 有 复线 性 结构 , 它 也 是 M 上 光滑 的 复 值 函数 环 
上 的 模 . 在 第 四 章 8$ 1 关于 实 矢量 从 上 的 联络 的 讨论 可 以 平行 地 
撒 到 复 矢 量 从 (E,M,x) 上 来 ,只 要 把 那里 的 实数 域 换 成 复数 域 即 
可 . 在 这 里 我 们 不 再 重复 那些 讨论 了 . 

设 {sc,1 硅 aq} 是 复 矢量 从 在 邻 域 UCM 上 的 局 部 标 架 
场 , 则 五 上 的 联络 D 的 作用 可 表 为 

Ds, = Do sp (4. 1) 


这 里 we 是 U 上 的 复数 值 一 次 微分 式 . 若 用 和 矩阵 记号 , (4. 1) 式 可 
写成 
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DS = w.*. 5, (4.2) 


其 中 
S ='(si,** ,50), (4. 3) 
w = | : 。 | (4. 4) 
四 
因此 ,联络 的 曲率 窍 阵 是 
0 一 (29) =dw—whw. (4. 5) 
外 微分 (4. 5) 式 则 得 Bianchi 恒等式 
d02 一 ww 人 0 一 人 人 (4. 6) 
者 取 另 一 个 局 部 标 架 场 S', 设 
S' 一 4。9， (4. 7) 
其 中 det 4 天 0, 则 有 ( 见 第 四 章 $1 的 (1. 29) 式 ) 
0 一 4。0D .4-1 (4. 8) 


上 述 变 换 公式 启示 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 4.1 大 对 于 矢量 从 (E,M,7) 的 每 一 个 局 部 标 架 场 S 都 
指定 了 一 个 由 次 外 微分 式 组 成 的 gxg 阶 和 矩阵 @s, 它 们 在 标 架 
场 S 作 变 换 (4.7) 时 遵从 变换 规律 


$s, = A. B.A-!, (4. 9) 
则 称 {@s} 为 伴随 型 张 量 矩 阵 . 
因为 联络 矩阵 w 在 标 架 场 S 作 变 换 (4.7) 时 的 变换 公式 是 
ww 4 一 d4 十 4 。ow， (4. 10) 


所 以 外 微分 (4. 9) 式 得 到 
dG:= dA 人 @ 。4-1 十 4 .dG6 .4-: 
十 (一 1》 4。g@Gs 人 d4-!. 
用 (4. 10) 式 代入 ,整理 后 便 有 
Do. =4.。 DG .4-1， (4.11) 
其 中 
236 


DG6. = dB 一 w 人 5 十 (一 1)7 划 : 人 ww. (4. 12) 
由 此 可 见 , {DBs) 仍 是 伴随 型 张 量 矩 阵 , 其 元 素 是 十 1 次 外 微分 
式 . 我 们 把 DGBs 称 为 Bs 的 协 变 微分 . 
根据 上 面 的 定义 ,Bianchi 人 恒等式 (4. 6) 说 明 曲 率 和 矩阵 2 的 协 
变 微 分 是 零 , 即 
DN = 0. (4. 13) 
”为 记号 简单 起 见 , 在 讨论 伴随 型 张 量 矩阵 时 ,如 果 只 在 一 个 标 染 场 
下 计算 , 常 略 去 指示 所 在 标 染 场 的 下 指标 5. 
将 (4. 12) 式 再 一 次 协 变 微 分 , 则 得 


D'S=BHAN0—0AON\G (4. 14) 
(请 该 者 自 证 ). 我 们 把 上 式 右 端 记 作 
[S$,0]=$AN0—0ANSg, (4. 15) 
所 以 (4. 14) 式 成 为 
D® = [@,0]. (4. 16) 


现在 考虑 gXg 阶 和 矩阵 4A;(1 志 1 志 7r) 的 7 重复 线性 消 数 PC4，， 
… ,A,). 大 设 
A:= (a%g), 1 apKg, li<r, (4. 17) 
则 函数 P 可 表 成 
PlA1s%%%sA)= 2) hopepadp'"agp, (4.18) 
Bq 


其 中 4 ,s.…s 是 复数 . 阁 对 {1,…,r} 的 任意 一 个 排列 o 都 有 
P(A As) = P(A,… ,A,), (4. 19) 
则 称 P 是 对 称 的 ; 若 对 任意 的 BEGL (gq;C) 都 有 
P(BAB-T!,..…,BA,BT') = P(Ai,…,A,), (4.20) 
则 称 P 是 不 变 多 项 式 . 
用 下 面 的 方法 可 以 得 到 一 系列 对 称 的 不 变 多 项 式 . 设 1 是 g 
Xxg 阶 单位 矩阵 , 命 
det| 7 十 2 A = 对 PrP;,(A), (4. 21) 
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Si 前 和 a i a a HE hm te 


er ti 


其 中 P;(4) 是 4 的 元 素 的 7 次 齐 次 多 项 式 . 对 于 任意 的 非 退 化 4 


1 pAB-! 一 1 -1 
7 十 siBAB =BlI+ 志 4)B ， 


所 以 
i pp i 
det 十 257 BAB 中 = det 7 十 去 4， (4. 22 ) 
于 是 
P,(BABT') -一 P(A), (4, 23) 
即 P;(4) 是 不 变 多 项 式 . 


设 已 (4 ,4)) 是 己 (4) 的 完全 极 化 多 项 式 , 即 Pj;(A41,…， 
4 门 是 人 的 7 重 对 称 的 线性 函数 ,并 且 使 
F(A,.…,A) = (A). (4. 24) 
容易 证 明 P;(A1,…,Aj) 可 以 用 P;(4) 表 示 出 来 ,例如 : 


Pa(Ai,As) = {PA + As) — Pa(A1) — Pa(As)), 


P(A,A,,A;) 
— 工 
6 
一 La3(4 As) — P(A, + A:) + P(A) 
+ P(A,) + P(A,)}. 


(P(A A; + A:) — P(A + A,) 


(4. 25) 
所 以 P;(Al,* ;4)) 是 不 变 的 对 称 的 J 重 线 性 聘 数 . 
假定 P(A1,…,A,) 是 不 变 多 项 式 ,将 非 退 化 矩阵 B 记 成 


B=I+B', (4. 26) 
则 
B 一 1 一 至 十 …， (4. 27 ) 
其 中 省 略 的 部 分 包含 了 和 矩阵 B' 的 元 素 的 高 次 短 . 代入 (4. 20) 式 ， 
并 取 B' 的 线性 部 分 , 则 得 
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>，P(4 和 BA4 一 4B 4) = 0. (4. 28) 


1 ir 


如 果 A; 是 以 外 微分 式 为 元 素 的 矩阵 中 , 则 (4. 28) 式 仍旧 成 立 . 
设 4; 是 ;次 外 微分 式 构成 的 窍 阵 , 则 对 任意 的 一 次 微分 式 
构成 的 gXg 阶 甜 阵 8 有 
DC Dat top(Ai, ,0 A Ai,… ,A,) 


lf 


十 DC DAHaitip(A,.., A A 0,.%,A,) 


二 0. : (4. 29) 
要 证 明 此 式 , 只 需 注 意 9 是 形 如 B'，…4 的 矩阵 之 和 ,其 中 B' 是 gxX 
q 阶 数量 矩阵 ,a 是 一 次 微分 式 . 利用 P 的 多 重 线性 的 性 质 ,只 要 
对 9 一 B'，。a 验证 (4. 29) 式 即 可 . 若 将 96=B'，a 代入 (4. 29) 的 左 
端 , 则 得 


a 人 | P(A,,,B!’ . 4 A.) 


LSi<y 
一 >》 ， P(4;，…,4;。 B ,A,)); 


由 (4. 28) 式 ,上 式 括号 内 为 零 , 故 (4. 29) 式 成 立 . 
不 变 多 项 式 建 立 了 联络 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 之 间 的 联系 . 
设 P(A1,…,4,) 是 不 变 多 项 式 ,把 4; 取 成 d; 次 外 微分 式 构成 的 
伴随 型 张 量 和 矩阵 ,显然 P(A1,…,A,) 是 与 局 部 标 架 场 的 选取 无 关 
的 di 十 di 十 … 十 d; 次 外 微分 式 ,因而 是 在 M 上 大 范围 定义 的 外 微 
分 式 . 根据 (4. 12) 和 (4. 29) 两 式 ， 
dP(Ai1,.…,A,) 


一 2 (— 1 tPA ,.. ,dA,,.… ,A,) 
Ete 
@ 者 P(4,…,4-) 可 表 成 (4.28) 式 , 当 4 = (aip) 是 外 微分 式 构成 的 矩阵 时 , 则 


生 章 上当 = 1 夯 单间 
P(Ai,.,A,) 2s hie sp pap A A arp. 
l&a ,PS 
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《一 Dat tof P(A, ,DA,;,*…,A,) 


] i 
+ P(4 wh A Co 1)" A, A ow,…,A,)] 
= SC Dat tsp OA, DA A). (4.30) 


li<r 


特别 是 ,对 于 不 变 多 项 式 P;(4), 取 4 为 联络 的 曲率 矩阵 0， 
则 DC 三 0, 所 以 
dP;(2) = 0， (4. 31) 
即 P,(0) 是 在 M 上 大 范围 定义 的 27 次 财 外 知 分 式 . 
定理 4.1 设 (E,M,7) 是 m 维 光滑 流 形 M 上 的 9g 维 复 矢量 
从 ,2 和 人 分 别 是 对 应 于 联络 w 和 狂 的 曲率 形式 . 若 已 4,…， 
4.) 是 对 称 的 不 变 多 项 式 , 则 在 M 上 存在 2r 一 1 次 外 微分 式 Q@, 使 
P(C0O) — P(N) = dQ. (4. 32) 
证 明 命 
7 一 中 一 中 ， (4. 33 ) 
夺取 男 一 个 局 部 标 架 场 8$ 一 如 .SS , 则 
w' .B=dB++B.w, 
w .B=dB+iB.w, 
其 中 w ,w' 分 别 表示 在 局 部 标 架 场 S' 下 相应 联络 的 矩阵 . 所 以 7 
一 必 一 以 和 ?7 有 下 面 的 关系 式 : 


7 。 必 一 忆 。7， (4. 34 ) 
即 7 是 伴随 型 张 量 矩阵 ,其 元 素 是 一 次 微分 式 . 命 
一 岂 十 万 ，0 委 上 之 ]1， (4. 35) 


则 w 给 出 了 依赖 一 个 参数 上 的 一 族 联 络 ,在 上 一 0 和 t 一 1 时 分 别 
给 出 w 和 %. 联络 w 的 曲率 矩阵 是 
人 一 duw 一 由 人 一 有 十 1D7I7 一 427 人 A7， (4. 36) 
所 以 
0 = Dy — 2t7 人 7， (4. 37) 
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其 中 协 变 微分 D 是 关于 联络 w 取 的 . 
设 P(A41,… ,A,) 是 对 称 的 不 变 多 项 式 , 合 


P(A) 一 P(A,',A), 
| 0 
Q(B,A) 一 rP(B,A,',A),, 
则 
d df{2, 
qt (= rP| dz 2, ,2, 
-一 QCD, 12,) 一 21Q@ (7 人 7 ,£2,). (4. 39) 


根据 协 变 微分 的 定义 ,从 (4. 36) 式 得 到 
D2= tD’y 一 2DG7 A 7) 
=t17AQ0— AD+ETA D7 DyA DY) 
= tL7,0] + £7, D7] 
= #17,0, |]， (4. 40) 
所 以 
dQ(7,0,)= rdP(y,0,,. ,0,) 
= rP(Dy,f,, ,£2) 
一 7 一 ]1)PO7 DY,,0,,- ,0,) 
一 CCOD7,0) 
— rr Oo DPoy, Ly, 0] 90)，(4. 41) 
在 (4. 29) 式 中 命 6=A41=7,As= 二 … 二 4, 二 人 2, 则 得 
2P (7 A 7,£2,,.. ,12,) 
— (ro 1)P7,{7,0,],0,,.… ,12,) 一 0， 


I / 
2QG0 A yD) 一 rr 一 1)P0 ,70],0 20) = 0. 
(4. 42) 
比较 (4. 41) 和 (4. 42) 两 式 便 有 
dQ(7,0,) = QD) — 21Q07 人 TD) 
_. PM). (4. 43) 
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两 边 对 上 积分 , 则 得 
1 
P(O)— P(N) = dl | QQ de ， 
0 
俞 
1 
Q = | Qn, QV dt, (4. 44) 


则 Q 就 是 定理 所 要 求 的 M 上 的 2r 一 1 次 外 微分 式 . 

如 同 (4. 31) 式 ,P(0) 是 闭 外 微分 式 . 如果 它 是 实 值 外 微分 式 ， 
则 它 决定 了 流 形 M 上 的 de Rham 上 同调 群 H”CM;R) 中 的 一 个 
元 素 . 定理 4. 1 的 意义 是 : 外 微分 式 P(Q) 是 依据 联络 而 定义 的 ， 
但 是 它 所 决定 的 de Rham 上 同调 类 与 复 矢 量 丛 上 联络 的 取 法 
是 无 无 的 . 现在 我 们 要 在 复 矢 量 从 EE 上 引进 Hermite 结构 ;对 于 
Hermite 结构 的 容许 联络 来 说 ,P(2) 确 定 是 实 值 外 微分 式 . 由 此 
可 见 ,每 一 个 对 称 的 不 变 多 项 式 已 对 应 着 一 个 de Rham 上 同调 
类 . 

定义 4.2 设 V 是 复 矢量 空间 .着 有 定义 在 VXV 上 的 复 值 
函数 刀 (6,7) ,6,7EY ,满足 下 列 条 件 ， 

(1) 对 任意 的 厂 , EC， 和 57EY 有 

HOANE 十 1 人,7) = MHCOE ,DN 十 NH(E,,7); 

(2) H(é€,)=H(y,é), 
则 称 太 (£,7) 是 V 上 的 Hermite 结构 . 若 对 任意 的 EEV,& 关 0, 都 
有 

HC(éE,E) > 0， 

则 称 Hermite 结构 到 是 正定 的 . 

注 记 设 J 是 2n 维 实 矢量 空间 V 上 的 复 结构 .规定 

i. X=JX, XEV, (4. 45) 
则 VV 成 为 n 维 复 矢量 空间 .这样 ,定义 2.2 所 给 出 的 有 复 结构 的 
实 天 量 空间 V 上 的 Hermite 结构 ,与 定义 4. 2 给 出 的 复 矢量 空间 
7 上 的 Hermite 结构 恰好 是 彼此 对 应 的 ， 
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定义 4.3 设 (E,M,7) 是 m 维 光滑 流 形 M 上 的 g 维 复 天 基 
从 . 若 在 每 一 点 zE M ,以 光滑 的 方式 在 纤维 xz:(z) 上 给 定 一 个 正 
定 的 Hermite 结构 , 则 称 在 EA 上 给 定 了 一 个 Hermite 结构 .有 给 定 
的 Hermite 结构 的 复 矢 量 丛 称 为 Hermite 矢量 丛 . 

所 谓 “ 以 光滑 的 方式 ”是 指 ; 若 $,7 是 从 的 任意 两 个 光滑 截 
面 , 则 如 (€,7) 作 为 M 上 的 复数 值 函数 是 光滑 的 ， 

根据 单位 分 解 定理 不 难 证 明 ( 与 流 形 M 上 黎 曼 度量 存在 性 的 
证 明 相 仿 ) ,在 每 个 复 矢 量 从 上 必 有 Hermite 结构 . 对 于 任意 一 个 
局 部 标 架 场 

DS = 〈31，……，39)， 

Hermite 结构 玉 对 应 于 一 个 Hermite 矩阵 


一 (hs) 一 7 .,, (4. 46 ) 
其 中 
hs -一 Ho(s,, sg). (4, 47) 
设 = 2 76 7 一 Wp 风 
H(€,7) = 3 Fé" 177. (4. 48) 


定义 4.4 设 D 是 Hermite 矢量 从 上 的 联络 看 对 于 沿 任意 
一 条 曲线 平行 的 任意 两 个 矢量 场 6,7, 刀 (6,7) 是 常数 , 则 称 D 是 
该 矢量 从 上 的 容许 联络 . 
因为 < 和 7 沿 曲 线 C 是 平行 的 ,所 以 沿 曲线 C 有 
Dé’ = de 一 >) és 一 0， 
5 
Dy = dy 一 2 Te 一 0. 
因此 从 (4. 48) 式 得 到 
dH(§€,7) = 站 (dan 一 Ds hr 一 2 hey | E" 18 
由 此 可 见 ， 是 容许 联络 的 条 件 是 
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Eb Ba。 die si ee A 本、 eh i rh i 人 


dh,5 一 Dra 一 S/he op 一 0， (4. 49) 


或 用 年 阵 记 成 


d 五 一 ww， 已 十 已 ， ww， (4. 50) 
注 记 在 Hermite 矢量 从 上 ,容许 联络 是 必然 存在 的 . 请 读者 
自 证 ， 
外 微分 (4. 50) 式 , 则 得 
.H+-H:'0=0, (4. 51) 


所 以 和 矩阵 Q .五 是 Hermite 反对 称 的 . 这 样 ,对 于 Hermite 矢量 从 
上 的 容许 联络 而 言 ， 


所 以 
Pi(C2) = PCD)， 
因此 ,Pj(0) 是 M 上 实数 值 27 次 闭 外 微分 式 . PC2) 所 决定 的 de 
Rham 上 同调 类 cj(E) 与 EE 的 Hermite 结构 及 容许 联络 的 选取 无 
关 , 称 为 复 矢量 从 E 的 实 系数 的 第 j 个 陈 类 (Chern Class). 
将 行列 式 (4. 21) 展 开 , 不 难得 到 P,(0) 的 表 式 是 
P,(0) = (a) D0 人 … A 104， (4.52) 
其 中 0= (0 ) 是 Hermite 矢量 从 EE 的 容许 联络 的 曲率 矩阵 . 
注 记 如 果 EE 是 M 上 以 V 为 纤维 型 的 g 维 实 矢量 从 . 命 
E WC 是 的 复 化 , 它 是 以 g 维 复 矢量 空间 V@ C 为 纤维 型 的 
复 天 量 从 . 设 cj; 是 复 矢量 从 EC 的 第 27 个 陈 类 , 则 称 
pi(E) = (~ 1)c, € HIM,;R) (4. 53) 
是 第 j 个 Pontrjagin 类 (参阅 参考 文献 [14]). 如 果实 矢量 从 已 上 
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的 联络 w 的 曲率 矩阵 是 
= ({2),， 
则 de Rham Tn pj(E) 是 由 实数 值 47 次 闭 外 微分 式 
i 2 al 。。。 Paj 
C27 po 5 0g. p (8 A 人 0 (4. 54) 
定义 4.$ 设 MM 是 m 维 复 流 形 ,x: EM 是 M 上 的 9g 维 复 
矢量 丛 . 若 对 于 M 上 任意 两 个 相交 的 局 部 坐标 域 UU 和 WW, 转 移 函 
数 
gw:U NW GL(g;C) 
都 是 全 纯 映 射 , 则 称 EE 是 MM 上 的 全 纯 矢 量 从 . 
大全 纯 矢 量 从 E 的 纤维 型 是 复 一 维 矢 量 空间 , 则 称 它 是 复 流 
形 M 上 的 全 纯 线 丛 . 
显然 ,全 纯 矢量 从 的 从 空间 是 一 个 复 流 形 . 
把 m 维 复 流 形 看 作 2m 维 实 流 形 有 典型 的 近 复 结构 ,那么 M 
上 关于 典型 近 复 结构 的 全 体 (1,0) 型 切 矢量 构成 的 集合 是 复 流 形 
M 上 的 全 纯 和 天 量 从 , 称 为 复 流 形 M 的 切 从 . 这 是 因为 ,对 于 M 的 
任意 一 个 局 部 复 坐标 系 (z'，…,z") ,| -1，…,2| 愉 好 构成 切 从 
的 局 部 标 架 场 . 显然 ,任意 两 个 这 样 的 标 架 场 是 全 纯 相 关 的 ,所 以 
切 丛 是 全 纯 矢 量 丛 . 
设 7Y: U->E 是 全 纯 矢 量 从 EE 在 邻 域 UCM 上 的 一 个 截面 . 若 
7 是 全 纯 映射 , 则 称 7 是 全 纯 截 面 . 设 S 和 .S' 是 两 个 全 纯 的 局 部 标 
染 场 , 则 在 它们 的 公共 定义 域 上 有 表达 式 
S'=A.S, (4. 55) 
其 中 4 是 全 纯 函 数 所 组 成 的 非 退 化 矩阵 . 
定义 4.6 设 DD 是 全 纯 矢量 从 (EE,M,x) 上 的 一 个 联络 . 若 对 
任意 一 个 全 纯 的 局 部 标 架 场 5 ,联络 矩阵 w 关 于 M 上 的 典型 近 复 
结构 是 由 (1,0) 次 微分 式 组 成 的 , 则 称 D 是 (1,0) 型 联络 . 
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上 面 的 定义 是 有 意义 的 , 即 w 是 (1,0) 型 矩阵 与 局 部 标 架 场 S 
的 选择 无 关 . 因为 在 全 纯 的 局 部 标 染 场 的 变换 (4.55) 下 ,4 是 由 全 
纯 函数 组 成 的 矩阵 ,所 以 由 定理 3.6 可 知 ,834 二 0. 因此 
w=—dA.A i+A.w.A-! 
一 9094 .4- 十 4 .ww。，4-1 
如 果 w 是 (1,0) 型 矩阵 , 则 w 也 是 ;反之 亦 然 . 
右上 是 Hermite 全 纯 矢 量 从 , 则 在 玉 上 有 了 唯一 确定 的 (1,0) 
型 容许 联络 . 实际 上 ,w 是 容许 联络 的 条 件 是 
dH=w*H++H.'w. 
在 ww 是 (1,0) 型 矩阵 , 则 是 (0,1) 型 矩阵 ,所 以 


oH =w-.H. (4. 56) 
由 此 得 到 (1,0) 型 容许 联络 w 必须 是 
w= OOH. Hl. (4. 57) 


容易 验证 ,上 式 确 实 给 出 了 EE 上 的 一 个 联络 . 
Hermite 全 纯 和 拓 量 从 EE 上 (1,0) 型 容许 联络 的 曲率 矩阵 是 
0 一 d(OH . H-7) 一 (9H . H-!') A (3H . H-)) 
一 一 0 厅 . 刀 -十 3 万 .万 -1A35 .万 -1， (4.58) 
所 以 吕 是 (1,1) 次 微分 式 构成 的 矩阵 . 


》 5 Hermite 流 形 和 Kihler 流 形 


定义 5.1 设 M 是 m 维 复 流 形 . 者 在 M 的 切 从 上 给 定 一 个 
正定 的 Hermite 结构 鼠 , 则 称 M 是 Hermite 流 形 . 
对 于 局 部 复 坐 标 系 (DU;z!,…,z”) , 切 从 的 局 部 标 架 场 是 


9 
$7 一 Dz!’ (5. 1) 


在 本 节 , 指 标的 取 值 范围 规定 为 
1 71,7,k,l Mm， 
并 采用 省 略 和 号 的 和 式 约定 . 命 
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(5. 2) 


则 

hi = hi (5. 3) 
且 和 矩阵 如 = (hz) 是 正定 的 .车 &,7 是 UU 上 两 个 (1,0) 型 切 和 拓 量 场 ， 
它们 可 表 成 


-= 总 7 = 9+ 2 (5. 4) 
其 中 £',7* 都 是 UU 上 的 复数 值 光 滑 消 数 , 则 
H(€,7) = hré' 7., (5.5) 
M 上 的 Kihler 形式 
= Shiidz A dz (5. 6) 
是 实数 值 (1 ,1) 型 微分 式 . 


切 从 上 的 联络 有 挠 率 和 矩阵 . 设 与 局 部 标 架 场 S='(s),… ,ss,) 
对 偶 的 余 标 架 场 是 vc 一 (cl,…，c”). 若 有 另 一 个 局 部 标 架 场 


9 一 4，9， (5. 7) 
则 对 偶 的 余 标 架 场 是 
I 一 0GI。4-1， 
或 
5 一 0 4. (5. 8) 


外 微分 (5. 8) 式 ,得 
do 一 dc .4 一 0 人 d4 
一 (dc 一 0 人 Aw)4 十 6 人 wo， 


BB 
z 一 ZTC。4， (5. 9) 
其 中 
r=do—5sAw, t=do—o Aw. (5. 10) 
r 是 复数 值 二 次 外 微分 式 组 成 的 (1 Xm) 阶 矩阵 , 称 为 在 复 流 形 的 
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切 从 上 的 联络 的 挠 率 矩 阵 . 

定理 5.1 设 MM 是 Hermite 流 形 .DD 是 M 的 切 从 上 的 (1,0) 
型 联络 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 挠 率 和 矩阵 是 由 (2,0) 次 微分 式 组 
成 的 . 

证 明 设 o= (ol,…,o”") 是 全 纯 标 架 场 S 的 对 偶 的 余 标 架 
场 , 则 每 一 个 o' 是 全 纯 的 (1,0) 次 微分 式 , 即 对 于 局 部 复 坐标 系 
> ,0I 可 表 成 


0' = a’ dz’, 
其 中 aj; 是 全 纯 函 数 , 因此 
ac = 0. (5.11) 
联络 矩阵 w 可 以 唯一 地 分 解 成 
w 一 wi 十 cv， (5. 12) 


其 中 w 和 ws 分别 是 (1,0) 次 和 (0,1) 次 微分 式 组 成 的 矩阵 . 这 样 ， 
挠 率 矩 阵 rz 可 表 成 

rz 一 dc 一 IgAw= (dc—oh co 一 II 人 A 人 Ac， (5.13) 
右 端 已 分 解 成 (2,0) 型 矩阵 和 (1,1) 型 矩阵 之 和 . 由 此 可 见 , 挠 率 和 
阵 是 由 (2,0)? 次 微分 式 组 成 的 充分 必要 条 件 是 


oA w,= 0. (5. 14) 
假定 w= (895), 则 (5. 14) 式 成 为 
or A 90; = 0, (5. 15) 
根据 Cartan 引 理 得 到 
0 = aijo’, (5. 16) 


其 中 a 是 复数 值 光 滑 函 数 . 因为 是 (1,0) 次 微分 式 ,而 9: 是 
(0,1) 次 微分 式 , 所 以 条 件 (5. 14) 等 价 于 
a 一 0， 县 = 0,， 《5. 17) 
也 就 是 ww 是 (1,0) 型 的 . 
在 叙述 (1,0) 型 联络 的 定 义 时 要 用 到 全 纯 标 架 场 ,而 定理 5.1 
给 出 的 判别 法 只 要 求 局 部 标 架 场 是 光滑 的 ;因为 (5. 9) 式 表明 ,局 
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部 标 架 场 的 变换 (5. 7) 不 改变 挠 率 形 式 = 的 双 次 , 即 不 改变 挠 率 
矩阵 的 型 .这 对 研究 Hermite 流 形 是 方便 的 ,事实 上 规范 标 架 场 
(si; 旦 (si,s)) 二 6;)} 是 光滑 的 ,而 不 一 定 是 全 纯 的 ，. 
根据 上 一 节 最 后 一 段 的 讨论 ,在 Hermite 流 形 的 切 从 上 存在 
唯一 确定 的 (1 ,0) 型 容许 联络 ; 它 的 挠 率 矩阵 必 是 (2,0? 型 的 ,曲率 
定 阵 是 (1,1) 型 的 .通常 把 这 个 联络 称 为 Hermite 联络 . 
定义 5.2 如果 Hermite 流 形 M 的 Kahler 形式 态 是 闭 外 微 
分 式 , 即 
dH = 0， (5. 18) 
则 称 M 是 Kihler 流 形 . 
定理 5.2 Hermite 流 形 M 是 Kiahler 流 形 的 充分 有 年 必要 条 
件 是 : M 上 的 Hermite 联络 的 抄 率 窍 阵 是 零 . 
证 明 显然 ,在 定理 中 所 提 到 的 两 个 条 件 都 与 标 染 场 的 选取 
是 无 关 的 ,因此 只 要 在 自然 标 架 (5.1) 下 验证 定理 就 行 了 . 设 与 (5. 
1) 对 偶 的 余 标 染 场 是 
o = (dz!,* ,dz”), 
所 以 do 二 0. 因为 Hermite 联络 是 w=9 万 。 万 1, 其 中 五 如 (5. 2) 
式 所 给 出 ,因此 挠 率 矩 阵 r=0 的 充分 必要 条 件 是 
oA oH =0, (5.19) 
或 


Oh j i 一 
3 dz’ 人 dz' = 0， 


| 


Ohit Oh 


Ox! zx 
但 是 Kahler 形式 五 的 外 微分 是 
| dh,,,. .9 


hh 
Ey Sd! Adz'Adz* 


l 二 1,],k 二 Mi, (5. 20) 
二 0， 


oh, . 
(dz Adz'h 人 dzt 
4 


WY | 一 
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Adz*Adz’). (5. 21) 


所 以 dH =0 与 (5. 20) 式 是 等 价 的 ,定理 证 毕 . 
当局 部 标 架 场 改 变 时 ,我 们 有 下 面 的 公式 ， 
S'=A.5S, 


o=0o  。A, 


MALA.N. (5. 22) 
H'=A.:H.'A. 
所 以 
人 .HH=A. (2.H).'A. (5. 23) 
为 外 ,曲率 矩阵 2。 五 是 Hermite 反对 称 的 (§ 4 的 (4. 51) 式 ), 即 
0 .万 一 一 :2 .万 )， (5. 24) 
因为 20， 玉 是 (1,1) 次 微分 式 构 成 的 矩阵 ,所 以 可 设 
2»: H = (1), 
Qi = SRA (5. 25) 
py 
由 (5. 24) 式 得 到 : 
05 =— fy, (5. 26) 
所 以 
10 Ao 一 一 Ry; 5 他 一 Re a/ 人 ga’, 
即 
Riti = Rj. (5. 27) 


设 4 二 C41), 则 (5. 23) 式 就 是 
,i = 之 4 A! 0,;， 
其 中 QH' = (0';). 若 仍 记 
Qi = 2 Riioi Ma", 
风 
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Rii= >》 47474747R (5. 28) 


p Gr pqu uv 
取 AMf 在 点 工 oa.0) 理 切 关 和 , 它 在 标 架 场 $ 和 .3 下 分 别 有 分 
基 合 和 , 则 
和 = 2 46 z (5. 29) 
所 以 
> 民 erik Ei'€!! 


1 殉 7 


-2 Riseré erér, (5. 30) 


Pdr 


可 见 上述 表达 式 不 依赖 于 启 守 标 架 场 的 选 到 兰 (1， 0) 型 切 矢量 # 
天 0, 则 命 
2 > R 7 EEi€! 


-1 5 £) 
称 为 Hermite 流 形 M 在 (zx,$) 的 全 纯 截 面 曲 率 . 
由 (5. 22) 的 第 三 式 得 到 
Tr 1’ = Tr 0. (5. 32) 
因此 有 =Tr 0 是 在 M 上 大 范围 定义 的 (1,1) 型 微分 式 , 称 为 
Hermite 流 形 M 的 Riceci 形式 . 
设 hr 是 和 矩阵 玉 ~! 的 元 素 , 则 
R= DR i hh (5. 33) 
与 局 部 标 架 场 的 选取 也 是 无 关 的 ,并 且 
R= DRiah = DR Mh =R, 
所 以 (5. 33) 式 定义 了 流 形 M 上 的 一个 实 函 数 , 称 为 Hermite 流 形 
的 数量 曲率 . 
缀 致 的 Kaihler 流 形 在 拓扑 上 有 很 强 的 限制 ,例如 ; 紧 致 
Kahler 流 形 的 第 二 个 Betti 数 不 能 是 零 . 这 是 因为 Kahler 形式 广 
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是 实数 值 财 外 微分 式 , 所 以 它 决定 了 第 二 个 de Rham 群 HCM， 
及 ) 中 的 一 个 元 素 x. 容易 看 到 x 天 0. 实际 上 ,根据 Kahler 形式 的 局 
部 表达 式 


HH= 2 hide A dz’, 
所 以 
HH"= 二 | middet H) 人 (dz- A dz*). 
k 
因为 矩阵 末 是 正定 的 ,det 态 >>0,; 所 以 


|,2"> 0. 
H” 对 应 于 H”(M,R) 中 的 元 素 w"( 即 指 m 个 的 上 积 (cup 
product)), 而 | 应" 就 是 上 同调 类 w" 在 基本 类 M 上 的 值 ， 因此 
uw” 居 0,u 了 关 0, 这 就 证 明了 上 面 的 论断 . 
设 M 和 NN 分别 是 m 维和 维 的 复 流 形 ,f; M->N 是 全 纯 映 
射 . 右 mn, 且 映射 的 Jacobi 和 矩阵 的 秩 处 处 是 m, 则 称 f 是 浸 
入 . 如 果 f 还 是 单一 的 , 即 对 于 任意 的 xz 关 yE M, 都 有 f(z) 关 
f(y), 则 称 f 是 幅 入 . 
定理 5.3 设 和 N 是 Kihler 流 形 ,f, MN 是 全 纯 淄 入 , 则 MM 
上 有 从 N 诱导 的 Kahler 结构 . 
证 明 设 zeEM,(z…,z) 是 流 形 N 在 点 g= (pz) 的 复 坐 
标 ,Cw ,… ,ww") 是 流 形 M 在 点 p 的 复 坐 标 系 , 则 映射 f 在 局 部 上 
可 表 成 
2 = fw ,or”). 
设 N 上 的 Hermite 结构 是 
万 一 >》 hesdz’d zh, 
Kahler 形式 是 " 
H= 2 27 hdz" A dz 
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并 且 d 玉 = 0. 命 
= 2 Cu )) Be oe 5， 


则 和 给 阵 FH'= cu) 仍然 是 正定 的 , 它 给 出 了 M 上 的 正定 的 
Hermite 结构 


其 Kahler 形式 是 
H' = Dh dw A diw. 
i 
显然 
H!’ 一 fH 9 
且 


dB'=d. 广 应 = f° (df)=0, 
所 以 复 流 形 M 关于 诱导 的 Hermite 结构 鼠 ' 成 为 一 个 天 ihler 流 
形 . 
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第 八 章 ”Finsler 几何 


$1 3 引 言 


在 第 五 章 已 经 讨论 过 黎 曼 几何 学 , 即 基于 正定 的 (至 少 是 非 退 
化 的 ) 二 次 微分 式 
ds’ = gi;(u)du’ 0 du’ 
的 度量 几何 学 ,其 中 w' 是 局 部 坐标 , gi=gi 是 该 流 形 上 的 光滑 函 
数 ， 
在 本 章 ,我 们 将 考虑 更 一 般 的 情形 ,不 受 度 量 形式 是 二 次 式 的 
限制 . 为 此 假定 
ds = 下 (zx ,ee ,wu”™ ;dul, ,deu”), (1.1) 
其 中 F(z;y) 是 有 2m 个 自 变量 的 非 负 光滑 函数 ,并 且 仅 当 y==0 
时 为 零 , 称 为 Finsler 函数 . 还 要 求 (zx;y) 关 于 自 变 量 y 是 一 阶 齐 
次 函数 , 即 
下 (人 六] ye。 并 ;AY ,Ay”) 
= |AIF(z ,ee ,ry ,ey"), VAER, (1.92) 
黎 曼 在 1854 年 所 作 的 具有 历史 意义 的 就 职 演说 中 已 经 引进 
了 这 种 情形 0. 因此 ,更 确切 地 说 ,以 (1. 1) 式 为 基础 的 几何 学 应 该 
称 为 Riemann-Finsler 几何 学 . 为 了 简单 起 见 ,我 们 仍 按 习惯 称 之 
为 Finsler 几何 ,以 此 来 承认 Finsler 在 1918 年 的 学 位 论文 对 该 领 
域 所 作 的 贡献 . Finsler 几何 的 出 发 点 是 微 积 分 学 的 首要 概念 ,也 


中 关于 该 演说 的 英文 译本 及 其 评注 请 见 参考 文献 [19,vol. 1 ,1979 的 第 4A 章 
和 第 4B 章 ]. 与 其 有 关 的 关于 Finsler 几何 方面 发 展 的 评述 请 见 S. S，Chern, “Finsler 
geometry is just Riemannian geometry without the quadratic restriction”, Notice of 
AMS (Sep, 1996), 959~963, 
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就 是 计算 曲线 的 弧 长 ,而 其 各 种 不 同 的 应 用 则 要 求 (1. 1) 式 的 普 遇 
性 . 例如 ,固态 物理 涉及 晶 格 ,其 几何 自然 是 Finsler 几何 .在 复 流 
形 上 有 Cara- theodory 度量 和 Kobayashi 度量 等 许多 内 强度 量 ， 
一 般 说 来 ,它们 不 是 黎 曼 度量 ,而 是 Finsler 度量 . (关于 Finsler 几 . 
何 应 用 的 最 新 综述 ,请 见 D. Bao, S. S. Chern and Z. Shen,， 
ed. ， Finsler Geometry (Proceedings of the Joint Summer 
Research Conference on Finsler Geometry, July 16 一 20，1995， 
Seattle, Washington), Contemporary Mathematics, Vol. 196, 
AMS, Providence (1996).) 

我 们 在 这 里 的 论述 起 源 于 本 书 第 一 作者 在 1948 年 的 一 篇 论 
文山 . 这 篇 论文 在 很 长 一 段 时 间 里 没有 引起 重视 ,但 是 , 近 些 年 来 
在 这 方面 取得 了 显著 的 进展 @. 在 本 章 ,我 们 将 介绍 从 这 个 进展 所 
引发 的 一 系列 重要 的 成 果 , 借 以 说 明 Finsler 度量 是 研究 黎 曼 几何 
的 更 自然 的 出 发 点 . 

关键 的 观念 是 考虑 Finsler 流 形 M 上 的 射影 化 切 丛 PTM ,或 
者 球 从 SAM ,而 不 是 按 党 规 只 考虑 切 从 了 TAM. 而 黎 曼 似乎 尚未 认识 
到 这 一 点 . 比较 射影 化 切 从 PTM 与 球 从 SM 的 优 缺 点 是 微妙 的 ， 
对 其 作出 判断 则 超出 了 本 市 的 范围 .在 此 我 们 只 是 指出 从 几何 
观点 看 ,采用 PTM 是 更 简单 .更 自然 的 做 法 ;而 无 论 是 从 理论 上 
还 是 从 应 用 的 角度 而 言 ,SM 则 容许 一 类 更 广泛 的 .有 意义 的 
Finsler 空间 . 为 简便 起 见 , 在 我 们 的 叙述 中 将 采用 PTM, 同 时 认 
为 许多 结果 同样 运用 于 SM( 关 于 SM 情形 的 详细 讨论 请 见 参考 
文献 L2]). 


DD 3S. 53. Chern, “Local equivalence and Euclidean Connections in Finsler 
Spaces”, Science Report, Tsinghua University, 5S(1948),，95~121. 也 可 参见 S，S. 
Chern, Selected Papers, l (Springer-Verlag, 1989), 194~212. 

加 参见 : DPD. Bao and S. S. Chern, “On a notable Connection in Finsler 
geometry”, Houston J. of Math., 19(1993), 135~—180. 

S. S. Chern, “Riemannian geometry as a sbecial case of Finsler geometry”, 
Contemporary Math. , 196(1996), 51~ 58. 
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在 以 PTM 为 底 流 形 的 典型 诱导 丛 pTM->PTM 上 能 引进 
活动 标 染 . 所 谓 的 Hilbert 形式 是 余 标 架 场 的 一 个 特殊 的 截面 , 它 
决定 了 PT'W 的 一 个 切 触 结构 . Hilbert 形式 及 余 标 架 场 的 其 余 的 
截面 的 外 微分 导致 唯一 的 无 挠 的 .上 且 “几乎 与 度量 相 容 ”的 联络 , 称 
为 Chern 联络 , 它 有 特别 的 性 质 . 该 联络 可 以 看 作 是 黎 曼 几何 中 
Lhrlistoftel-Levi-Civita 联络 的 推广 ,为 Finsler 几何 中 的 等 价 问 题 
提供 了 一 个 解答 . 

Chern 联络 的 无 挠 性 以 及 几乎 与 度量 相 容 的 性 质 也 保证 了 
Finsler 几何 中 弧 长 的 第 一 变 分 公式 和 第 二 变 分 公式 具有 如 同 在 
黎 受 几何 情形 的 熟悉 的 形式 . 因此 ,在 黎 曼 几 何 中 把 曲率 和 拓扑 联 
系 起 来 的 许多 重要 的 定理 都 能 够 很 容易 地 推广 到 Finsler 几何 的 
情形 . 

上 面 所 述 的 一 些 想 法 将 在 以 下 各 节 作 详 细 的 解说 . 关于 
Chern 联络 的 存在 性 及 其 特别 的 性 质 叙 述 为 定理 3. 1 和 定理 3. ? 
(Chern 定理 ), 这 是 本 章 的 主要 定理 . 


3 2 射影 化 切 从 PTM 的 几何 与 Hilbert 形式 


在 本 章 ,如 无 特别 的 声明 ,小 写 拉 丁字 母 (mr 除外 ) 指 标 取 1 
到 mx 的 值 (m 是 指 Finsler 视 形 的 维 数 )， ;小 写 希 腊 字 母 指标 取 1 
到 mm 一 1 的 值 . 

定义 2.1 设 MM 是 一 个 mm 维 流 形 . 如 果 在 它 上 面 的 任意 一 条 


曲线 
t > (a (£),* ,wu™ (ft) ), atb 
的 长 度 由 积分 
dze- du” 
一 | 有 de” de di (2.1) 


给 出 ,其 中 是 具有 81 的 (1. 1) 式 下 面 所 述 的 性 质 的 函数 , 则 称 
M 是 一 个 Finsler 流 形 . 
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注 记 ”加 在 上 的 一 阶 齐 次 的 性 质 使 得 弧 长 * 在 曲线 作 参 数 
变换 时 保持 不 变 ， 

Finsler 流 形 M 有 切 从 xz: TM 一 M 和 余 切 从 7x": TT"M>M. 
在 切 从 TM 上 ,把 彼此 差 一 个 非 零 实 因子 的 非 零 矢量 等 同 起 来 ， 
便 得 到 M 上 的 射影 化 切 从 PTM. 从 几何 上 看 ,PTM 是 M 上 的 线 
元 所 构成 的 空间 . 设 wi,1 志 ;二 m, 是 M 上 的 局 部 坐标 , 则 非 零 切 天 
量 能 够 表示 为 

X 一 无 二， 
其 中 Xi 不 全 为 零 .于 是 w',X' 成 为 TM 上 的 局 部 坐标 ,也 是 PTM 
上 的 局 部 坐标 ,只 是 把 Xi 看 作 齐 次 坐标 (它们 被 确定 到 差 一 个 非 
零 实 因子 ). 用 p: PTM->M 记 从 投影 
plw',X') = (wu'). 
我 们 的 基本 观念 是 考 虚 以 PTM 为 底 流 形 的 诱导 矢量 从 p*TM. 
这 个 从 的 纤维 是 m 维 矢 量 空 间 ,而 底 流 形 PTM 的 维 数 是 2m 一 1 
(参看 图 14). 因为 函数 下 (wu',X') 关 于 X' 是 一 阶 齐 次 的 , 则 由 齐 次 
函数 的 Euler 定理 得 知 
oF 


2 dawi—{: (2. 2) 


(P” TM )(u,x) 


PTM M 
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再 次 求 导 得 到 
oF 
OX'OX!’ 
后 者 表明 3 是 关于 Xi 的 零 阶 齐 次 函数 ,因而 也 是 PTM 上 的 
函数 
说 (vw, 了 ) 是 PTM 上 的 另 一 个 局 部 坐标 系 , 则 我 们 有 
> 


一 0. (2. 3) 


‘= SX (2. 4) 
因此 : 
3 一 . 3 (2. 5) 
由 此 可 见 ， 
w 三 Sd 一 Sdv (2.6) 


与 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 是 内 在 地 定义 在 PTM 上 的 1- 形式, 称 为 
Hilbert 形式 . 根据 Euler 定理 ((2. 2) 式 ),M 上 的 弧 长 积分 (2. 1) 
能 够 改写 为 Hilbert 的 不 变 积 分 


:= |。. (2. 7) 
Am 要 


Hilbert 形式 含有 丰富 的 信息 . 在 下 一 节 中 我 们 将 会 看 到 通过 
它 的 外 微分 能 产生 具有 特别 性 质 的 联络 . Hilbert 已 经 认识 到 这 个 
1- 形 式 在 变 分 学 中 的 几何 意义 ,并 作为 他 在 1900 年 列举 的 著名 
的 23 个 问题 的 最 后 一 个 问题 @. 

现在 我 们 来 计算 外 微分 dw, 并 采用 活动 标 架 . 在 这 里 ,以 及 在 
今后 的 类 似 计算 中 ,要 紧 的 是 要 记 住 p*TM 的 底 流 形 是 PTM , 因 
而 所 引进 的 微分 式 都 是 PTM 上 的 微分 式 . PTM 上 的 微分 式 能 够 
表示 为 TM 上 的 微分 式 , 只 要 后 者 在 X: 乘 以 一 个 实数 因子 时 保 


QD 关于 Hilbert 的 第 23 个 问题 与 Finsler 几何 的 联系 的 评述 ,请 见 S. S.Chern， 
“Remarks on Hilbert’s 23rd Problem”, The Math. lntellig. ， 18(1996), No. 4, 7~8. 
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持 不 变 , 并 且 在 X' = 二 ; 上 的 值 为 零 @. 在 这 里 ,PTM 上 的 微分 式 


5 
者 是 这 样 来 表示 的 ,并 且 PTM 上 的 外 微分 是 通过 TM 上 的 外 微 
分 来 获得 的 . 
充 
G= g,; dz 0 du’ 
2 
~ ox: a Fe du 的 dx 
OF OF OF 
中 573 | BX 59 dw, 8) 


这 是 内 在 地 定义 在 p*TM 的 纤维 上 的 .对 称 的 2 阶 协 变 张 量 ( 基 
本 张 量 ), 假定 这 个 张 量 是 正定 的 ( 强 凸 性 假设 )， 并 且 称 它 为 
Finsler 度量 . 设 


ei 一 Pp! ~ (2. 9) 


中 设 (w ,XX ),i==1,…,m, 是 PTM 的 局 部 坐标 ,其 中 Xi 是 齐 次 坐标 . 假定 
w = f; dXi 十 2 dz 
是 TM 上 的 1- 形式 , 它 在 X: 一 - < 上 的 值 为 零 ， 并 且 在 X' 乘 以 实数 因子 时 保持 不 变 ， 
于 是 
fiX’ 二 0， 
fi(w’i, AXt) 一 二 " fi(ui, X*), 4 光 0， 
且 
gi(u!, AXt) -一 pi(u’, KX*) ， 4 天 0. 
上 面 的 第 一 个 方程 意味 着 
faX° 


fm 一 一 pe 


因此 
w= fo dX° + fn dX™ 十 gid 


= fo[ dx 一 da + gi: du 
-可 :al 区 


Xm 天 0. 
这 是 PTM 上 的 1- 形式 . 
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[ee bb 


是 矢量 从 p*TM 的 关于 基本 张 量 G 的 单位 正 交 标 架 场 , 且 设 


or = qidu’ (2. 10) 
是 与 其 对 偶 的 余 标 架 场 ,所 以 
(eiyei) 一 41 -一 Ci (2.11) 
(es ) = 0;. 
前 者 是 单位 正 交 性 条 件 ; 后 者 是 对 偶 性 条 件 , 等 价 于 
pliq; = 01， (2. 12) 
即 (p 少 和 (gj) 是 互 逆 矩 阵 . 
注 记 在 黎 曼 的 情形 ， 
Fi(u',X’) = gi(u)XX), (2. 13) 


其 中 gj 只 是 wi 的 函数 . 在 Finsler 几何 的 情形 ,一般 说 来 (2. 8) 式 
中 的 gj 是 w 和 X' 的 隔 数 ,但 是 关于 X' 是 零 阶 齐 次 的 . 因此 gv 是 
PTM 上 的 函数 . 

现在 指定 ew 分别 是 p*TM 和 p*T*M 的 大 范围 截面 , 即 


XX 9 
en = Di? (2.14) 
wr 一 Shidu 一 0w， (2.15) 

oF : XX 
de 一 OX*" Pm ~ F 9 (2. 16) 
代入 (2. 12) 式 得 到 

a oF 

qiX" = 0， dwipe 一 0. (2. 17) 


根据 (2. 8) 式 前 面 的 段落 的 讨论 ,以 及 3 关于 X' 是 零 阶 齐 次 函 


数 的 事实 ,倘若 os(zoX7) 关 于 XI! 是 零 阶 齐 次 的 , 则 w (i=1,…， 
m) 确 实 是 PTM 上 的 1- 形 式 . 
在 PTM 上 求 Hilbert 形式 w 的 外 微分 ,得 到 
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zidu' 人 do 十 edQX7T A dx: 


oF 
dow = Ta 3 
| SF 
_ 本 A mip’dX A w. (2.18) 


根据 Euler 定理 ((2. 3) 式 ), 上 式 最 后 一 个 表达 式 中 dXiA wr 的 系 
数 为 零 , 由 此 得 到 


dw” 一 a 人 CO ， 《2. 19) 
其 中 1- 形式 wr 的 最 一 般 表 达 式 是 
于 oF J ps oF :oF nm 
be BxBx dX + Faw X! BB)® 
十 paps 3 + Xe (a = 1] ，… 7 一 1). 


(2. 20) 
在 上 式 所 引进 的 系数 Xs 必须 满足 条 件 4 一 Ma, 除 此 之 外 是 任意 
的 . 下 一 节 在 求 Chern 联络 时 将 会 把 Xp 确定 下 来 . 
我 们 暂时 离开 主题 来 建立 Hilbert 形式 的 一 个 重要 性 质 . 
引 理 1 PTM 上 的 Hilbert 形式 


ww 一 Sd 
满足 条 件 
w A (dw)” "0. (2. 21) 


证 明 所 4=wA (dw)”!. 取 wr" 一 w, 并 用 (2. 19) 式 求 dw, 其 
中 we 由 (2. 20) 式 给 出 , 则 得 
4 一 士 (mm 一 ])1 Nw Aw 


-+ D! Au N pi stdX’. (2. 22) 
由 于 外 积 的 反 交换 性 质 , 在 wz 的 表达 式 (2. 20) 中 涉及 网 和 op 的 


项 全 都 消失 了 . 根据 (2. 8) 式 ,4 能 够 改写 为 


4= 土 好 寺 也 ! oF OP 


人 多 Np: if DXi OXt dX 


261 


一 十 (m 于 1) 1 人 ww 人 加 gadX 
一 上)1! a ri 
一 十 = Me 人 Gd ” (2. 23) 


其 中 第 二 个 等 号 用 到 了 (2. 17) 式 ,第 三 个 等 号 用 到 了 (2. 11) 的 第 
一 式 . 由 于 (g/) 是 可 道 和 矩阵 ,在 非 齐 次 坐标 下 ,gidX',a 王 1,*… ,mm 一 
1, 仍 然 是 线性 无 关 的 1- 形 式 . 最 后 ,由 于 w 不 涉及 dX (参见 
(2. 10) 式 ), 故 2m 一 1 个 1- 形 式 w ,gidX' 线性 无 关 . 根据 第 二 章 
定理 3.3, 引 理 成 立 . 

若 w 乘 以 一 个 非 零 光 滑 聘 数 , 则 (2. 21) 式 仍然 成 立 . 一 般 说 
来 ,车 在 一 个 2m 一 1 维 流 形 上 存在 一 个 确定 到 差 一 个 因子 的 1- 形 
式 w 满足 (2.21) 式 , 则 称 该 流 形 有 一 个 切 触 结构 ;1- 形 式 w 称 为 切 
触 形式 . 这 样 , 流 形 PTM 的 一 个 重要 性 质 是 : 它 具 有 切 触 结构 . 

注 记 维 数 为 2m 一 1 的 奇数 维 流 形 上 的 切 触 结构 与 维 数 为 
2m 的 偶数 维 流 形 上 的 六 结构 有 密切 关系 . 所 谓 的 辛 结构 是 指 该 流 
形 上 的 一 个 非 退 化 的 闭 的 2- 形 式 .在 PTM 上 以 Hilbert 形式 w 为 
它 的 切 触 形 式 , 则 以 PTM 为 底 流 形 可 构造 一 个 线 从 ,使 得 在 p€ 
PTM 的 纤维 是 集合 Xhw,,4 关 0. 这 个 从 的 维 数 是 2m, 称 为 PTM 的 
六 化 流 形 , 记 为 S. 在 S 上 能 定义 典型 的 1- 形式 w ,使 得 

wy(T') = p(xT'), Vp'ES,T'ET,S, 
其 中 
T: SS — PTM 

是 从 投影 (p,Xw,)H> p, 4 关 0. 在 SS 上 由 ww 诱导 的 唯一 的 一 个 辛 结 
构 是 由 非 退 化 的 2- 形 式 dw' 给 出 的 ,其 非 退 化 性 是 由 w 所 满足 的 
条 件 (2. 21) 保 证 的 . 


S 3 ” Chern 联络 


在 与 Finsler 流 形 M 有 关 的 空间 之 间 有 下 列 图 表 ， 
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oTM——* pp"TM—*> TM 
和 
”PIM 一 M 
其 中 g=p。h. 虽然 在 有 些 计 算 中 也 用 到 从 g"TM( 参 看 (2. 8) 式 
前 的 注解 以 及 § 3. 3 的 讨论 ) ,我们 主要 关心 的 是 位 于 中 间 一 列 的 
从 . 

如 同 在 $2 所 指出 的 ,从 总 TUM 一 PTAM 的 纤维 是 m 维和 天 量 
空间 ,并 且 由 PTM 上 的 函数 组 g;;,det(g;;) 关 0, 提 供 了 数量 积 . 选 
取 单 位 正 交 标 架 场 {e;}((2. 9) 式 ) 和 对 偶 标 架 场 {w}((2. 10) 式 )， 
使 得 单位 正 交 性 和 对 偶 性 条 件 (2. 11) 成 立 . 从 上 的 联络 由 

De, = w/e (3. ] ) 
给 出 ,其 中 是 PTM 上 的 1- 形式 . 利用 内 在 定义 的 张 量 场 ce@ 
w' ,如 果 它 的 Cartan 协 变 导 数 为 零 , 即 
De 0 wi) = we; A wi + edw’' = 0, (3. 2) 
或 者 等 价 地 ,wi 满足 条 件 
dw = ww 人 只， (3. 3) 
则 称 该 联络 是 无 挠 的 (参看 第 五 章 , (1. 37) 式 ). 

在 本 节 , 我 们 将 建立 一 个 惊人 的 事实 : 在 M 上 给 定 Finsler 
结构 之 后 ,在 矢量 从 p*TM->PTM 上 存在 一 个 唯一 确定 的 无 拨 
联络 . 这 个 联络 是 黎 曼 几何 Christoffel-Levi-Civita 联络 的 推广 ， 
从 而 使 得 黎 曼 几何 成 为 Finsler 几何 的 特别 情形 . 


3.1 联络 的 确定 
确定 所 要 求 的 无 挠 联络 就 是 要 决定 满足 (3. 3) 式 的 联络 形式 
wj .对 于 i 二 m, dw” 已 经 由 (2.19) 式 给 出 , 其 中 wr 的 表达 式 
(2. 20). 若 设 : 
w= 0，w 十 w= 二 0， (3. 4) 
263 


则 dw” 的 表达 式 (2. 19) 和 (3. 3) 式 便 一 致 起 来 了 ;并 且 , 以 后 会 看 
到 (参看 (3. 46) 式 及 其 后 面 的 讨论 ) 方 程 (3. 4) 式 的 几何 意义 是 ，: 
G(e; ,em) 在 ei,ewm 的 平行 移动 下 保持 为 常 值 , 即 DC(eien) 一 0. 
对 (2. 10) 式 给 出 的 1 次 微分 式 wr 继续 求 外 微分 ,得 到 
duw* 一 dg’ 人 du’ 一 pidg; A w 
=— gidps A of — qidpn MA wr” 


= w A gidps wr" A [去 ， (3. 5) 


在 最 后 一 个 等 号 中 已 经 用 了 (2. 16)、(2. 17) 两 式 . 为 了 使 (3. 3) 式 
对 于 i=a 的 情形 成 立 , 即 

do =w A war Mw,, (3. 6) 
并 且 必 满足 条 件 (3. 4), 则 一 寺 g; 必须 等 于 (2. 20) 式 中 dX’ 的 系 
数 , 即 


1 。 : _ OF 
FY ™ Pe aX'OX’’ 
或 者 
qiO pg 一 paG;j, (3.7) 
其 中 
G;,=F a (3. 8) 
是 定义 在 PTM 上 的 函数 . 由 于 
， ,E&F 
四 xxi = 0 
(参看 (2. 3) 式 ) ,因而 从 (3.7) 式 能 够 得 到 
(ri = qs Op q; 一 Oap q’qi. (3. 9) 


将 w” 二 一 ws 的 表达 式 (2. 20) 代 入 (3. 6) 式 ,并 且 与 (3. 5) 式 相对 
照 得 到 


a a ;: ; OF 。 
wp 一 qidpp 一 0 | pap! EEC 十 和 pzj 吧 十 par ，(3.10) 
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其 中 pr 是 待定 的 系数 . 


经 过 直接 计算 得 到 
0 十 Goow: 一 gxdpo 十 gtdpo 十 (por 十 pro 
OF SF 
pep Bu B+ a | + Zo (3.11) 
从 (3. 7) 式 得 到 
pspsG;; 一 op, (3. 12) 


于 是 
0 = dpepsGi + pa dp 十 paps dGi, 
再 次 用 (3. 7) 式 代入 得 到 
一 ppsdG;; = qtdp, + qd ps. (3. 13) 
注意 到 Gj 是 PTM 上 的 函数 ,并 且 w 和 ow 一 起 构成 PTM 
上 的 余 标 架 场 (参看 (2. 23) 式 ), 故 可 设 
dG;; = Siwr 十 Ginw , (3. 14) 
其 中 5S; ,Gi 关于 i,j 是 对 称 的 .将 (3.13) 和 (3. 14) 式 代入 (3. 11) 
式 得 到 
Oo 十 人 os 


一 一 3S3p0p0 + Cp + pe — Gimpsp’) 


BR aF 
- {(6. T Braxit 了 psps 十 2 er 
如 果 取 
OF BF 
tn = Bpip Gim + Bud + Bat) C3.15) 
pn -一 pk 十 Ero Sor) $ (3., 16) 
其 中 
4。 一 Girpsp,, (3. 17) 
则 前 面 的 式 子 成 为 
Ow 十 pws =— Spipiw” =0 (modw"). (3,18) 
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由 此 可 见 ,在 条 件 (3. 3), (3.4) 和 (3. 18) 下 联络 形式 mw 是 唯一 确 
定 的 ， 

为 了 把 w 具体 地 表示 出 来 ,需要 求 出 $5 和 Gi 的 表达 式 .将 
(3. 14) 式 在 矢量 Fp 3 上 求 值 ,其 中 的 oz 用 (2. 20) 式 代入 , 风 
得 


， OF 


oF 四 a ER,i 一 Ga 
Fp axilF 5X | —— Supopel * BxiOKX: Di 
其 中 第 二 个 等 号 用 到 了 (3. 12) 式 . 这样, 由 (2. 11) 式 得 到 
| | SF | er | | SE 
Ji ==— Fp 3 F DXiDRi| 一 Faqg Dt F DYDY 
(3. 19) 
将 (3. 14) 式 在 e, 上 求 值 ,得 到 
= 备考 | ._9F |- ;| 一 ie 
Vim F Bl dx0Xi) 5S Be dx 
(3. 20) 
将 S; 用 (3.19) 式 代入 , 则 右边 的 第 二 项 成 为 
ato rn. _SF Ee ， se 
Qrpeg 流 | "axioxi| (Br < 3 
XE | 9 | 2 | a5 ， OF 
-|*— F ax’)s dx ° xR) (dX dri 
_ ks oF oF ‘3 
Ra 2 
其 中 第 二 个 等 号 已 经 用 了 下 面 的 事实 : 
oF 加 ， ,ss oF dr 人 六 ” 
5 Bx — ppadx = OppAr = (3.22) 
X" oF oF a | 
ba FOX)s ax™ Fl -天 部)=0, (3.23) 
X | OF | BR 5 
五 (ai 一 全 3 一 0， (3. 24) 


在 后 面 两 式 中 都 用 到 了 Euler 定理 (参看 (2. 2) 式 ). 综合 (3. 21) 和 
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(3. 20) 两 式 得 到 


Pr Ba XeDPF OF 
th 


BuOX'ONX’i ' F Out OX'ONI 
, OF oF ,OF | 
teF Sa 3 一 从 53 
为 了 确定 Gijs, 将 (3. 14) 式 在 es 上 求 值 ,得 到 
3 OF 


(3. 25) 


Ci Ha F 5 一 Siw yep) 
0 | oF 2 | ， | OF 
Pp Ou* F. OX'OYXYIi DO; ps pe i Ou:OYX! 十 Ap 
0 [x. OF | 
fe a ° aXay 
SF a2F 
十 LS pip Cun + SS 一 5 (3. 26) 
上 式 中 的 5; 用 (3.19) 式 代入 后 .并且 根据 (3. 23) 式 得 到 
1 98 | | OF se 
a F ox)fs 8 axl! “ dx 
SF AF | 
ot DXB 
加 Pi 8S | pe OF [Gunt BEE 
一 辐 " FOX’|?e8 XOXDXI\ "um Swi Dxign 
了 DR | oF OF 
2 Fps g” 3XaXaX; Cum OX'Ou! AX'Out 
2 X psy 3 Cunt Byrd Dio 
2 th Gu B87 dX 
BR | 
2 是 
| 5 “3X OX 5 Xi dX) 
最 后 得 到 
1 oF SF 
Yip #4- (Ge ax Bx | 
BF AF 
2 是 
“(F 5 ayaxdx; + X Ba 
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oF GF pt 
Bu' OX'OX: Ou'OX'OX! 
将 (3. 19) ,(3.25) 和 (3. 27) 各 式 代 入 hp,pio 的 表达 式 , 然 后 代 
入 wr ,ws 的 表达 式 , 则 把 联络 形式 w 用 Finsler 函数 下 及 其 导数 
和 矢量 从 p"TM->PTM 的 局 部 标 染 场 完 全 地 表示 出 来 了 . 经 过 
直接 验证 可 知 ,上 面 求 出 的 wi 与 PTM 上 的 局 部 坐标 系 的 选取 无 
关 ,并且 在 矢量 丛 p*TM->PTM 的 局 部 标 架 场 {e;} 的 变换 下 遵循 
联络 形式 的 变换 规律 . 由 此 可 见 ,1 次 微分 式 通过 (3. 1) 式 在 矢 
量 从 p"TM->PTM 上 定义 好 一 个 联络 . 我 们 把 上 面 的 结果 概括 
成 下 列 定理 ， 
定理 3.1(Chern) 设 MM 是 一 个 Finsler 流 形 , 其 Finsler 函数 


为 .假定 ei= pi j,i<m 是 矢量 从 p*TM 一 PTM 上 的 单位 
正 交 标 架 场 ,w' 二 gjdw’ 是 矢量 从 p*T* M->PTM 上 与 之 对 偶 的 单 
位 正 交 余 标 架 场 ,其 中 

和 € om 一 Ed 

F 2 


3 
mF Ou dx 
”是 特定 的 大 范围 截面 ,这 里 站 ,已 是 M 和 TM 的 局 部 坐标 系 . 则 
在 该 矢量 从 上 有 唯一 的 一 个 联络 

D: T(p*TM) 一 TOT (PTM) Q p*T™), 


(3. 27) 


oF 


bi 


记 为 
De; = orei， 
满足 下 列 条 件 
dw 一 wj A w， (无 挠 性 )， 
w= 0， 
mn we 0, (3. 38) 
ww 十 wp 三 0 (mod wz) (几乎 与 度量 相 容 性 ). 
该 联络 称 为 Chern 联络 . 


为 了 以 后 应 用 的 方便 ,我 们 把 上 面 所 得 到 的 Chern 联络 形式 
268 


的 表达 式 综述 如 下 : 


w= 0, 
w= ww 
OF , ps| 25 一 9 m 
一 
oF oF se (3.29) 
一 psphl Gim tax dxiou)” 
OF oF 


wh 一 一 gtdzp。 十 Tompyp!| Go 十 zi DXrD OXIDy W 
1 Spr pipipt HH ew 
十 2 Paprpo 1k 十 Rj kj 9 
其 中 
SF SF 
Hn=— (Gm + Bi — Bi 
OF 
OX’'OX'OX! 
oF OF LF oF 
Ou* OX'OX! Ou*OX'OX!" 
OF 二 全 XI OF oF 
DxcDXDX， F Ow: OX'OX! 


BF /oF ~ SF 
t+ he” awioxoxlar XX axor): (3.31) 


注 记 ”在 定理 3. 1 中 给 出 的 线性 无 关 的 Pfaff 形式 wi ,wi (i 一 
站 的 个 数 恰 好 等 于 在 Finsler 情形 主 变量 的 总 数 : PTM 有 2m 一 1 
个 局 部 坐标 w',X( 记 住 X' 是 齐 次 坐标 ) ;另外 ,所 考虑 的 单位 正 交 
标 架 场 (e;,…,en) 有 方 (m 一 1) (m 一 2) 个 自由 度 ,其 中 e。 是 由 


(2.14) 式 给 出 的 , 这 些 线性 无 关 的 Pfaff 形式 为 Finsler 几何 中 的 
所 谓 等 价 问 题 ( 即 决定 两 个 Finsler 度量 何 时 在 局 部 上 是 等 价 的 ) 
提供 了 一 个 解 . 设 两 个 Finsler 度量 分 别 是 由 Finsler 函数 严 (z， 
XX ) 和 扬 (w"',X") 给 出 的 .根据 定理 3. 1, 对 应 的 有 两 组 线性 无 关 
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1 
2 
. Fg 


(3. 30) 


Gi = 入: -一 


的 Pfaff 形式 (w ,wi) 和 (ew'' ,wi). 则 这 两 个 Finsler 度量 是 局 部 等 

价 的 , 当 且 仅 当 在 所 考虑 的 空间 之 间 存 在 一 个 可 微 同 胚 ,使 得 
ww', w= wi. 

细节 请 看 第 255 页 的 脚注 四 所 列 的 论文 . 


3.2 Cartan 张 量 与 黎 曼 几何 的 特征 
我 们 可 以 把 (3. 18) 式 写成 


Waoo 十 wo0u 一 2Apsw 一 一 24 ， (3. 32 ) 

其 中 
Apoa 一 46p， (3. 33) 
47. 一 一 pp’ 5s. (3. 34) 


如 宁 扩 充 Ain 的 定义 ,使 得 在 指标 i,j,k 中 只 要 有 一 个 取 值 为 m 
时 便 假定 


A,x = 0, (3. 35) 
则 (3. 32) 式 能 写成 
wi 十 Wh; =— 2Ai wi,, (3. 36) 
其 中 / 
wi = wo . (3. 37) 
(0,3) 型 张 量 
A= Axw CO CO 过 (3. 38 ) 
称 为 Cartan 张 量 . 


在 (3. 34) 式 中 将 S;; 用 (3. 19) 式 代入 就 能 得 到 用 Finsler 函数 
F 表示 的 hi 的 表达 式 . 由 (2. 11) 式 可 知 
g” = pd"p,, 
于 是 


x oF oF SF 
/pon = Tbspope | 5 局 和 DY) OX 十 F era | ( 3. 39) 
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由 于 (2. 17) 式 ,在 上 式 中 方 括号 里 的 第 一 项 实际 上 不 起 作用 ,因此 
我 们 能 够 在 方 括号 内 增加 类 似 的 两 项 ,从 而 把 上 式 改 写 为 
4m 一 殷 所 总 | SE 二 
mm 一 7 Popopel Dx: DKONXi | OXi dX'OX 
t 3 5 th SR 
F BF/2) 


1 天 
7 DXiDXIOKiP "PoP 


Fog, ,. 
一 了 了 3 pipops. (3. 40) 
由 (2. 8) 式 和 Euler 定理 得 
gu _ yiOg8n _ yi OB _ 
7 3 一 X 3 一 34 一 0， (3. 41) 


故 在 (3. 40) 式 中 允许 所 有 的 指标 取 值 从 1 到 mm, 最 后 得 到 


FF ouF/2) ,s,s 
Ain 2 DxroaxoxPiPP . (3. 42) 


上 面 的 方程 给 出 的 是 Cartan 张 量 关于 wi 的 分 量 . 若 考 虑 它 
关于 自然 基底 dx 的 分 量 , 则 由 (2.10),(2.12) 及 (2.8) 式 得 到 


4 -££ _o(F’/2) 
“~ 2 OX’OX!’OX:' 
下 gguw Fogws FF Oga (3. 43) 
20X 2 dX: 2 3 
日 
A = Adu’ (Co dx 0 du', (3. 44) 


显然 ,A 和 4 关于 下 指标 是 全 对 称 的 .根据 (2.16) 和 (3. 41 ) 两 
式 , 由 (3.42) 式 给 出 的 4x 在 其 中 一 个 指标 取 值 为 za 时 化 为 零 ,这 
与 (3. 35) 式 的 要 求 是 一 致 的 . 
因为 
G = gi du' (9 du’ 一 Oo CO oo， (3. 45) 
从 第 四 章 的 (1. 47) 式 及 前 面 的 (3. 36) 式 得 到 , 对 于 任意 给 定 的 vw 
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ETM 有 
(D,G) (eei) 一 一 (9 加) 一 《wy) 

一 2A;(v ,wh ). (3. 46) 
因此 Gl(e,,e;) 和 Glei,ew) 沿 所 有 的 方向 都 是 协 变 常数 ,同时 G (es， 
ep) 治 者 满足 

《7 
的 方向 w ( 即 e» 沿 该 方向 是 平行 的 ) 是 协 变 常数 ， 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 称 Chern 联络 是 几乎 与 度量 相 容 的 ,和 它 和 黎 坚 几何 中 的 
Christoffel-Levi-Civita 联络 (与 度量 的 完全 相 容 性 ) 是 相对 照 的 . 

方程 (3. 42) 和 (3. 43) 导 致 Cartan 张 量 的 最 重要 人 性质， Cartan 
张 量 为 零 当 上 且 仅 当 Finsler 度量 G( 参 看 (2.12) 式 ) 是 黎 曼 的 , 即 
85 与 X 无关. 本 节 的 推导 概 插 为 下 列 定 理 , 它 是 第 五 章 的 定理 
1. 3 在 Finsler 情形 的 推广 . 
定理 3.2(Chern) 在 Finsler 从 p*TM->PTM 上 的 Chern 
联络 形式 wi 是 结构 方程 
du 二 wi 人 wi (无 挠 性 ) 
和 
wo 十 wi 一 一 2A, (几乎 与 度量 相 容 性 ) 
的 唯一 解 , 其 中 w= 二 wi6;;，Cartan 张 量 
A= Aw CO CO a 
由 
和 BX Dr Ppp’ 
给 出 ，Finsler 度量 gw 是 黎 曼 度量 , 当 且 仅 当 其 Cartan 张 量 为 
零 . 而且, 除非 该 Finsler 结构 是 黎 曼 结构 ,否则 无 挠 联络 不 可 能 同 
时 与 度量 是 完全 相 容 的 . 
这 样 ,我 们 所 展开 的 理论 包括 黎 曼 几何 作为 特殊 情形 ,Chern 
联络 是 Christoffel-Levi-Civita 联络 的 自然 推广 . 
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3.3 联络 形式 在 局 部 坐标 系 下 的 表达 式 
我 们 从 联络 形式 wr 着手 ,把 它们 用 自然 基底 du' ,dX 表示 出 
来 . 为 方便 起 见 , 定 义 下 面 各 个 量 : 


CG = of， (3. 47) 
Tv 0% 929 
i EE: XB Bu 
_1/y.aF oF yp. oF ,oF 
一 }|x 3 Bxi + XP Fy F 3 ， (3,. 48) 
YG'= g" 9, (3. 49) 


首先 ,用 (2.10)、(2.15) 式 把 wr 的 (3. 28) 式 改写 为 
OF 


人 
上 人 DR OF OF 
十 p| F S| Ca 十 OX Ou: OX'Ou!’ 
1 op OR | a 
DD | Gi 十 DY Dn BXto ju 。 (3. 50 ) 


借助 于 Coz 的 表达 式 (3. 25) ,经 过 略微 有 点 宛 长 .但 是 直接 的 代数 
运算 之 后 ,上 式 方 括号 内 的 表达 式 能 够 写成 


-名 3 十 志 :;{F- oF “35 r | 
F DX4 2F " OX: DX4DX2 \ dr OX'Our 
oF , _OF | 
十 3 十 三 3 (3. 51 ) 
这 样 ，w” 最 后 能 表示 成 
mn Si OZ! OF 


Ww, 一 一 pi| 权 3Xzdx 十 sidX | ， (3, 52) 


其 中 己 用 到 了 (2.17) 的 第 二 式 给 出 的 对 偶 性 条 件 . 现在 把 wr 的 
(3.52) 式 , 5S% 的 (3.19) 式 代入 (3.14) 式 ,然后 把 所 得 的 方程 在 e， 
上 求 值 , 便 得 到 Gi 的 用 局 部 坐标 表示 的 更 简单 的 表达 式 ( 把 
(3. 25) 式 和 (3. 27) 式 合 在 一 起 ): 
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Cin = pl lr | 一 3 5 yg | 
(3. 53) 
把 上 式 代入 (3.15) 和 (3.16) 两 式 便 得 到 hw 和 yi 在 局 部 坐标 系 下 
的 表达 式 . 
现在 利用 局 部 坐标 系 wi ,XX' ,i 二 1,…,m, 构 造 了 (TMN\{0)) 和 和 
T* (TMN\{0)) 的 典型 基底 .根据 (3.4), (2. 8) 式 ,以 及 gj 二 gi6ug; 
(从 (2. 11) 式 得 到 ),(3. 52) 式 等 价 于 
。 fdX， 


own 一 gj “A 十 Nidu*| = gOX’, (3. 54) 

其 中 
N’; = 志 SS (3. 55) 
0X; = 十 Nidu*. (3. 56) 


注意 到 (3. 54) 式 和 用 自然 基底 给 出 w 的 表达 式 (2.10) 的 相似 性 ， 
与 T* (PTM) 中 的 基底 w=gjdu’,ws 对 偶 的 、 在 T(CPTA) 中 的 单 
位 正 交 基底 由 


E = pi 2 7 一 1 ,mm (3. 57) 
和 
~ 6 
Cmnta 一 Pas wi’ a= l,m—]1 (3. 58) 
给 出 ,其 中 
oO_9 pvi_9. 
3 _ 9 
OY: 一 一 DY 《3. 60) 


基底 ( 吉 ,356| 和 {dui',3X') 自 然 是 对 偶 的 ,它们 分 别 是 (TM\ 


(0)) 和 了 "(TMN{0)) 的 局 部 基底 . 
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我 们 把 单位 正 交 标 架 场 和 余 标 架 场 与 自然 基底 之 间 的 关系 总 
结 成 表 1, 其 中 位 于 两 列 的 典型 基底 是 彼此 对 偶 的 . 左 端 指 明了 各 
个 1- 形式 和 矢量 场所 在 的 底 流 形 . 


表 1 

ew =—gdu’ 

PTM 》 

”一 mh 如; ~ 
wn gi0X em+a 一 pe OX 
dz 
TRAIN\tO} i 

BX' = + Nidu 

现在 ,我 们 已 经 为 导出 Chern 联络 


D: TC(p*TM)—>T(p*TM OT (TM\{0))) 


在 局 部 坐标 系 下 的 表达 式 作 好 了 准备 . 设 
9 _ 9 
Di = 0 3 (3. 61) 


首先 给 出 91 和 ow 之 间 的 关系 (规范 变换 ). 将 D 用 于 (3. 1) 式 得 到 


De; 一 we; = D| p’ 2 ， 
因此 
ep; 2 = dp: < + p00 
BB 
z wip; = dpi + pr04. 

将 它 与 gq; 作 缩 并 得 到 

wo = gi(dp; + pi04). (3. 62) 
把 上 式 倒 过 来 得 到 

6: = pi(dg: 十 gf 人) (3. 63) 
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方程 (3. 62) 和 (3. 63) 和 第 四 章 的 (1. 12) 式 是 等 价 的 . 值得 指出 的 
是 这 些 方 程 清楚 地 表明 联络 形式 的 非 张 量 性 质 . 
利用 (3. 62) 式 和 对 偶 性 条 件 (2. 12) ,无 挠 性 条 件 (3. 3) 等 价 于 


dx A 0i= 0. (3. 64) 
这 意味 着 Chern 联络 形式 0; 不 含有 dX" 的 项 , 即 
0 = I du.. (3. 65) 
(3. 64) 式 还 表明 丰 关 于 下 指标 是 对 称 的 , 即 
T= (3. 66) 
(参看 第 四 章 的 定义 2.2 和 (2. 31) 式 ). 于 是 方程 (3. 61) 能 够 写成 
D > = Tadu’ © 2 (3. 67) 


要 指出 的 是 ,诸如 D355 的 对 象 是 没有 定义 的 ,因为 协 变 微分 D 只 
作用 在 p"*TM 和 p*T*M 的 张 量 积 的 截面 上 . 

为 了 得 到 在 局 部 坐标 系 下 反映 出 Chern 联络 的 几乎 与 度量 
相 容 的 性 质 的 结构 方程 ,我 们 把 D 用 于 


这 样 
_ wo) 名 ,名 + oD 如 ,如 + 6| 名 ,D2 
dgy 一 DG 六, +clD 总 , 志 |+cl 之 ,Di 
(3. 68) 
记 
G = 6,wi wi, 


利用 (3. 46) 式 和 (3. 36) 式 得 到 
DG=— (wt wi) ow CO 地 
= 2A pdu: Co du* 
一 2A,:0X du’' © du’, (3. 69) 
其 中 Cartan 张 量 的 分 量 是 4x 关 于 自然 基底 dx 给 出 的 (参看 
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(3. 43) 式 ) ,在 第 三 个 等 号 中 已 用 了 (3. 54) 式 .因此 


DG| | = 2Aind6X. (3. 70) 

同时 ,利用 (3. 67) 式 得 到 
G|D 22,2,) = Thgy du = Tixdu'， (3.71) 
c| 3 -| 一 TB dz = Tdu.. (3. 72) 


把 上 述 方程 代入 (3. 68) 式 , 则 得 到 几乎 与 度量 相 容 的 性 质 在 局 部 
坐标 系 下 的 表达 式 


dg 一 BO; 十 gia0 ， 十 2A, LOX". (3.73) 
比较 dw 的 系数 , 且 考 虑 到 (3. 56) 式 , 则 有 
Dr 
7 十 三 大 一 Eg 一 2AiN, 。 (3.74) 


比较 dX 的 系数 , 则 再 次 得 到 Cartan 张 量 的 表达 式 (3. 43). 
现在 来 计算 
(Ti 和 tt Dia) OO— CDia tt Ta) + Ti + Toi). 
利用 (3. 66) 和 (3.74) 两 式 , 我 们 求 得 


站 | og.,; Og Og; 
EN SN 十 EAN! ， 《3. 75 ) 


其 中 N; 由 (3. 55) 式 (以 及 下 面 的 (3. 79) 式 ) 给 出 . 注意 到 
Ti = BT (3. 76) 
便 得 的 表达 式 . 
如 同 在 黎 曼 的 情形 一 样 ,我 们 把 表达 式 


_ 1/og;, Op Og 
Vix 一 1 | S84 — Se + Ye#|, (3.77) 


(3.78) 
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分 别称 为 第 一 种 和 第 二 种 Christoffel 记号 . 为 今后 应 用 的 方便 起 
见 ,我 们 把 N 用 Christoffel 记号 和 Cartan 张 量 表示 出 来 . 利用 
(3.55),《3.49) 和 (3.78) 各 式 ,经 过 一 些 克 长 的 计算 得 到 
KX: ,wm XX: 


N; = Yi An 一， (3.79) 
其 中 
4 一 8 Ain, 
而 4 由 (3. 43) 式 给 出 .从 (3. 412 和 (3. 75) 两 式 得 到 
或 
Nidw = 0 先 . (3. 81) 


不 妨 把 (3. 75) 式 和 第 五 章 中 给 出 黎 曼 几何 的 第 一 种 Christoffel 
记号 的 (1. 34) 式 进行 对 照 . 显然 ,在 黎 曼 的 情形 ,g;; 只 是 wi 的 函 
数 , 张 量 

Mx=F SEN (3. 82) 
恒 为 零 .因此 ,在 这 种 情形 ,(3. 75) 式 的 有 化 为 第 一 种 Christoffel 
志 号 ,Chern 联络 化 为 Christoffel-Levi-Civita 联络 . 所 以 , 1M; 能 


够 作为 Chern 联络 偏离 度量 相 容 性 的 量度 . 


3 4 ”结构 方程 和 旗 曲 率 


在 本 节 , 我 们 将 探讨 Chern 联络 的 曲率 张 量 0 的 性 质 . 它们 
完全 由 描述 无 找 性 和 几乎 与 度量 相 容 性 的 结构 方程 ( 即 方程 (3. 3) 
相 (3. 36)) 所 决定 . 我们 将 看 到 0 分 成 R 和 PP 两 部 分 ,其 中 RR- 部 
分 是 在 第 四 章 8$ 2 所 引进 的 曲率 张 量 的 推广 . R- 部 分 .P- 部 分 和 
Cartan 张 量 一 起 在 特殊 Finsler 空间 的 分 类 中 担当 基本 的 角色 ， 
在 $4.3 中 将 给 出 它们 的 一 些 例子 . 
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4.1 曲率 张 量 
描述 Chern 联络 无 找 性 的 结构 方程 是 ((3. 3) 式 ) 
do = ow A wi, 
对 此 作 外 微分 得 到 
wo 人 (dw — wi A w;) = 0. (4. 1) 
按照 第 四 章 的 定义 1. 2, 我 们 把 
0 一 dw — 人 Ci (4. 2) 
称 为 Chern 联络 的 曲率 形式 .作为 PTAM 上 的 2- 形式 ,必定 可 以 把 
它 表 示 为 形 如 ww 人 只 和 ww A 几 的 2- 形 式 的 线性 组 合 . 而 形 如 ws 
A 人 wh 的 2- 形 式 将 不 会 出 现在 表达 式 中 ,因为 它们 含有 dX A dXi 
的 倍数 (参看 (3. 52) 式 ) ,与 无 挠 性 ( 见 (4. 1) 式 ) 相 悖 . 这 样 ,024 的 
最 一 般 的 表达 式 是 
QO = Ri 人 以 十 Per MN ws, (4. 3) 
在 此 ,可 以 假定 
Ri 十 Ri = 0. (4. 4) 
在 在 (4. 3) 式 中 没有 P- 部 分 , 则 它 在 形式 上 与 黎 曼 曲率 的 表达 式 
( 见 第 四 章 的 (2. 22) 式 ) 是 一 致 的 . 曲率 张 量 的 R- 部 分 称 为 水 平 - 
水 平 部 分 (h-h 部 分 ),P- 部 分 称 为 水 平 - 垂 直 部 分 (h-v 部 分 ). 我 们 
把 它们 分 别称 为 第 一 种 Chern 曲率 张 量 和 第 二 种 Chern 曲率 张 
量 . 我 们 将 说 明 ,曲率 张 量 的 这 两 个 分 离 的 部 分 和 Cartan 张 量 为 
符 殊 Finsler 空间 的 分 类 提供 了 标识 .在 8$3.2 中 已 经 看 到 ， 
Cartan 张 量 为 零 等 价 于 该 Finsler 结构 是 黎 曼 结构 . 在 本 章 8 4. 3 
中 ,我 们 将 会 看 到 用 曲率 张 量 来 刻画 的 Finsler 空间 的 两 个 更 重要 
的 例子 . 
将 (4. 3) 式 代入 (4. 1) 式 , 则 得 


dA (FR Nd tPA)j=0 (5) 
轮换 指标 ,j,i 便 得 到 另外 两 个 类 似 的 式 子 . 把 它们 相 加 ,得 到 
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Rt Rt Rd NWA 
十 > Ps Pi oAwAw=0, (4.6) 
在 (4. 6) 式 中 每 一 项 的 系数 分 别 为 零 . 于 是 我 们 有 Bianchi 恒等式 
Ri Ri Ry, = 0, (4.7) 
在 形式 上 和 和 歼 曙 几何 中 相应 的 恒等式 是 一 致 的 (与 第 五 章 的 
(1. 57) 式 相 比较 ); 男 外 ,还 有 P 的 对 称 性 质 ， 
Pi, 一 已 。. (4. 8) 
几乎 与 度量 相 容 性 的 结构 方程 (3. 36) 式 求 外 微分 . 利用 (4. 2) 式 及 
条 件 w” = 二 0, 直 接 得 到 
(2:4 十 {2 一 人 0 十 (120 ， 
一 一 24 人 — 2(DA),, A wr’, (4. 9) 
其 中 DA 是 Cartan 张 量 4 的 协 变 导数 (参看 本 章 § 4. 2 中 的 讨 
论 ), 定 义 为 
(DA),;= dAjis 一 4 一 4 一 4 
FL cn 十 Qs ). (4. 10) 


最 后 一 个 等 号 定义 了 号 7,Q ,分 别称 为 Cartan 张 量 的 协 变 导 数 
的 垂直 部 分 和 水 平 部 分 . 由 于 4 的 全 对 称 性 ,在 上 述 方程 中 交换 
指标 上 和 1 则 左边 保持 不 变 , 因 此 
Lap 二 Ligog? 《4. 11) 
Q, =Q，. (4. 12) 
进而 在 (4.10) 式 中 命 k=m, 并 且 利 用 4 在 其 任意 一 个 指标 为 m 
时 化 为 零 的 事实 ,得 到 
QQ ， = 0. (4. 13) 
将 (4. 3 和 (4. 10) 两 式 代 入 (4. 9) 式 , 则 有 
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7 (Ri, 十 OR ,) 人 Co/ 十 (OP 十 人 xs) 人 nm 


~ 一 2A,,; RI 人 CU 十 P’ w 人 CO 


— Li Nw — Qua A w. 
右 端 涉及 wh A ws 的 项 必 为 零 , 因 此 
Liiog 一 Liiga: 
比较 (4.14) 式 中 wr Aw 的 系数 , 则 得 
. Ki + Rigs = Ri 十 RiO js 


=—— 2AyR’ 


Rij” “mst * 


(4.14) 


(4.15) 


(4.16) 


这 是 第 五 章 定理 1.4 所 叙述 的 黎 曼 曲率 张 量 的 性 质 (1) 的 推广 . 特 


Ris 十 Rins = 0， (4. 17) 
因此 
人 rs 一 0， (4. 18) 
从 (4.4) 式 和 Bianchi 恒等式 (4. 7) 还 能 得 到 
人 or — R,,,,. (4. 19) 
考虑 到 (4. 17) 式 , 则 (4. 19) 式 等 价 于 
Km 一 Kane ， (4. 20) 
比较 (4.14) 式 中 w'A ws 的 系数 能 够 得 到 另 一 个 与 (4. 16) 式 
类 似 的 式 子 , 即 


Pisa 十 ipsa 一 2ApjR’ Qisas 
其 中 Pi 一 CPP 因而 


(4. 21) 


2P iisa = (sa 十 人 (Pia 十 Psia) 十 (Pspa 十 P10) 


一 一 2A,, Ps 十 24.，P 24;.P so 
iia, 十 Qa; Qs, 


(4. 22) 


其 中 第 一 个 等 号 用 到 了 (4.8) 式 . 令 k=s 二 m, 目 由 (4. 12),(4.13) 


和 (3. 40) 各 式 ,我们 有 


ee | ms ii 3 
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Pima 一 0. (4. 23) 


若 在 (4. 22) 式 中 只 令 衣 =m, 且 考虑 到 (4. 21) 式 , 则 得 


P,,,=—P,.—— pA . (4. 24) 


misa 


因此 
AiPl se 一 A Psa 一 一 FALQjom (4. 25) 
将 (4.25) 和 (4.12) 两 式 代入 (4.22) 式 右 端 , 则 求 得 


r Aisa 7 CANQ jan Ai.Q ion 十 A Q item) 
YY (Qi TT QV, 十 QQ ). (4. 26) 


这 样 , 我 们 已 经 把 第 二 个 Chern 曲率 张 量 P 用 Cartan 张 量 A 及 
其 协 变 导数 的 Q 部 分 (水平 部 分 ) 表 示 了 出 来 .PP 的 对 称 性 质 由 
(4. 8),(4. 21) 和 (4. 24) 式 给 出 .方程 (4. 21) 和 (4. 26) 蕴 含 着 下 列 
有 用 的 事实 : 

5| 理 1 第 二 个 Chern 曲率 张 量 Pi 为 零 当 且 仅 当 Cartan 张 
量 4 的 协 变 导 数 的 水 平 部 分 Qu 为 零 . 

在 结束 本 小 节 时 我 们 要 把 第 一 个 Chern 曲率 张 量 R 用 局 部 
坐标 系 表示 出 来 . 回想 起 本 章 8 3. 3 中 的 表 1 及 方程 (3. 61) 和 
(3. 64)， 则 (4. 3) 式 等 价 于 

(= d0;— 0iA 0: 


一 -Rda A dx 十 Pdaz 人 6z’, (4. 27) 
其 中 6X 由 (3. 56) 式 给 出 . 考虑 到 无 挠 性 条 件 (3. 64) ,我 们 有 
d0 = dT A dui. (4. 28) 
引入 新 的 量 
SF 
二 一 (dm 37), (4.29) 


其 中 ;入 由 (3. 59) 式 给 出 .将 (4. 27) 式 两 边 在 ;和 ,3 上 求 值得 到 
Ri, = 一 二 一 C + 有 si 一 ie， (4. 30 ) 
不 妨 把 此 式 与 黎 曼 几何 中 结构 完全 相同 的 公式 进行 对 照 (参看 第 


四 章 的 (2. 23) 式 ,在 那里 24 用 2 来 普 代 ). 类 似 地 ,让 (4. 27) 


式 在 3 上 求 值 ,得 到 
2 —— Fas (4. 31) 
我 们 把 Rw 一 Riwgwj 的 对 称 性 质 总 结 成 下 面 的 定理 了, 它 是 第 天 章 
的 定理 1. 4 在 Finsler 情形 的 推广 . 

定理 4.1 Finsler 流 形 上 的 第 一 个 Chern 曲率 张 量 Ru Ch-h 
部 分 ) 满 足下 列 关 系 式 ， 

(1) Ra 十 Ri 一 二 24 R=2Biw, 


(2) RiwtT Riai 二 Ri 二 0 (Bianchi 恒等式 )， 

(3) Riw— Rujy= (Bim— Bo)t (Bat Bn) (Bw Br))， 

(4) Rin=— Ri . 
在 关系 式 (1) 中 的 4;, 是 Cartan 张 量 关于 自然 基底 的 分 量 . 

证 明 关系 式 (1) 是 (4.16) 和 (2. 14) 两 式 的 直接 推论 ,关系 式 
(2 和 (4) 分 别 是 (4.7) 和 (4. 4) 式 的 结果 . 要 得 到 关系 式 (3), 将 
Bianchi 恒等式 ( 即 关 系 式 (2)) 中 的 指标 (ijk7) 作 三 次 轮换 ,然后 将 
所 得 4 个 方程 相 加 ;利用 关系 式 (1) 和 (4), 适 当 命 名 指标 便 得 (3). 


: 
Pi 一 一 


4.2 旗 曲 率 和 Ricci 曲率 
与 黎 曼 情形 完全 一 祥 (参看 第 五 章 (3.6) 和 (3.7) 式 ), 我 们 能 
人 够 定义 曲率 算 子 


@ 定理 4.1 的 关系 式 (3) 首 先是 在 参考 文献 [2] 中 给 出 的 . 
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民 (X7): Tip*TM)— TT(p* TM™M), 


使 得 
R(X,Y)Z = RI,ZiXY' 2 (4. 32) 
以 及 四 重 线性 函数 
R(X,Y,Z,W) = G(R(Z,W)X,Y), (4. 33) 


其 中 ,了 Y,Z,W Ep"*TM. 要 注意 的 是 ,与 黎 曼 情形 不 同 ,g;; 是 
PTM 上 的 函数 ,一 般 说 来 依赖 于 它 在 该 处 求 值 的 “参考 矢量 ?的 
选取 . 与 定理 4. 1 给 出 的 Ri 的 对 称 性 质 相 对 应 ,我 们 有 R(X,Y， 
Z,W ) 的 下 列 对 称 性 : 
(1) R(X,Y,Z,W)+R(Y,X,Z,W) 
=—2A(X,Y,R(Z,W )en) 


2B(X,Y,Z,W), (4. 34) 
(2) RCOX,Y,Z,W)TRIZY,W,X)+RW,Y,X,Z)=0, 
(4. 35) 


(3) R(X,Y,Z,W)—R(Z,W,X,Y) 
=[LB(X,Y,Z,W)—B(Z,W,X,Y)] 
+[LBCX,W,Y,Z2)+B(Y,Z,X,W)] 
+LBCW,Y,Z,X)+B(Z,X,W,Y)], (4. 36) 
(4) R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W ,2). (4. 37) 
上 述 各 式 推广 了 第 五 章 § 3 中 给 出 的 黎 曼 曲率 张 量 的 性 质 (1) ~ 
(3)., 
黎 曼 流 形 M 在 每 一 点 p€ M 对 于 任意 两 个 线性 无 关 的 切 矢 
量 X,YET,。M 有 截面 曲率 


K(X,Y) _ | K(X,Y,X,Y) 


G(X,X)IG(Y,Y) — (G(X,Y))Y: 

(参看 第 五 章 8$ 3). 现在 能 够 把 它 想象 成 定义 在 以 p 为 基点 .以 义 

为 旗杆 .以 了 为 横 边 的 “ 旗 ” 上 的 量 . 于 是 玉 (X,7) 只 是 全 ,M 中 所 

含 这 面 旗 在 内 的 2 维 子 空间 的 函数 ,与 旗杆 和 横 边 的 特别 选择 无 
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关 . 在 Finsler 情形 ,我 们 能 够 把 黎 曼 几何 中 的 截面 曲率 推广 成 旗 
曲率 ,用 


K(e,,Y) 和 Rl(e,,sY ,ens ) 


Glensen)G(Y,Y) — (Gl(ensY))? 
在 每 一 点 PE PTM, 总 是 把 旗杆 选 成 特别 的 ev 一 公 地;, 而 模 边 可 
以 是 与 ev。 无 关 的 任意 一 个 矢量 .尽管 G(e,,ea)= 二 1, 但 是 为 了 概念 
上 的 清晰 性 仍然 保留 上 式 分 母 中 的 G(e, ,ea). 旋 曲 率 是 (x',X') EE 
PTM 和 了 =Y 7E (p"TM) ww 的 函数 . 不 难看 出 , 它 在 Y 乘 出 
一 个 倍数 时 保持 不 恋 . 

与 旗 曲 率 相 伴随 的 一 个 基本 量 是 定义 在 PTM 上 的 Ricci 曲 
率 Ric,,pEPTM. 对 于 p*TM 的 一 个 单位 正 交 标 架 场 {eiji=1， 
… ,mm) ,其 中 ev。 由 (2.14) 式 所 给 出 , 则 Ric, 定义 为 旗 曲 率 天 (Ce， 
ea 一 1 一] 的 平均 值 : 


m— 1 
Ric, = 一 一 一 ] YK (en ,es) 
一 


(4. 38) 


] m—] 
一 一 2 Remsersen, es). (4.39) 


m— 1 
如 同 在 黎 曼 情形 一 样 , 旗 曲 率 和 Ricci 曲率 包含 了 关于 
Finsler 流 形 的 大 范围 性 质 的 重要 信息 . 在 $8 将 给 出 一 些 例子 . 


4. 3 特殊 的 Finsler 空间 

1. 黎明 空间 

在 历史 上 ,这 是 Finsler 空间 的 最 重要 的 例子 ,在 本 章 3.2 小 
记 中 已 经 刻画 了 它 的 特征 . 称 一 个 Finsler 流 形 (CM, 下 ) 是 笋 曼 的 ， 
如 果 Finsler 度量 g;; 只 是 wi 的 消 数 .定理 3. 2(Chern) 崭 言 M 是 
黎 曼 的 , 当 且 仅 当 它 的 Cartan 张 量 4 为 零 . 

2. Berwald 空间 

称 一 个 Finsler 流 形 (CM,EF) 是 Berwald 空间 ,如果 它 的 第 二 个 
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Chern 曲率 张 量 ( 即 曲率 张 量 的 h-v 部 分 ) 为 零 . 由 于 引 理 1 和 
(4. 31) 式 , 我 们 有 下 面 的 结果 ， 

引 理 2 设 CM,F) 是 一 个 Finsler 流 形 . 则 下 列 命题 是 等 价 
的 : 

(1) M 是 Berwald 空间 ; 

(2) Cartan 张 量 的 协 变 导数 的 水 平 部 分 Q 为 零 ， 

(3) Chern 联络 系数 与 X!' 无 关 . 

鉴于 命题 (3) 和 (4. 29) 式 ,对 于 Berwald 空间 有 

sm or: 


wit (4. 40) 
ers Ors " 
Ri, = = — Bt + Tes — Thy. (4. 41) 


注 记 ”方程 (4. 41) 在 形式 上 和 在 黎 曼 情形 的 对 应 公式 (第 四 
章 的 (2. 23) 式 ) 是 一 致 的 ,但 是 Chern 联络 系数 灰 ( 由 (3.75) 和 
(3. 76) 式 给 出 ) 与 第 二 种 Christoffel 记号 (由 (3. 78) 式 给 出 ) 是 不 
同 的 ， 

大 于 Berwald 空间 的 例子 可 以 参见 参考 文献 [2], 其 中 所 涉及 
的 Finsler 函数 是 正 齐 次 的 ,Finsler 从 是 p*TM 一 一 SM. 

3. 局 部 Minkowski 空间 

称 一 个 Finsler 流 形 (M,F) 是 局 部 Minkowski 空间 ,如 果 它 
的 第 一 个 Chern 曲率 张 量 和 第 二 个 Chern 曲率 张 量 皆 为 零 , 即 R 
二 P=0. 

局 部 Minkowski 空间 的 一 个 有 用 的 特征 性 质 如 下 ， 

9| 理 3 一 个 Finsler 流 形 (CM, 玉 ) 是 局 部 Minkowski 的 ,当日 
仅 当 在 每 一 点 p€ M; 在 TM 上 存在 局 部 坐标 系 (w',X') ,使 得 下 
只 是 X' 的 函数 . 

该 引 理 的 证 明 用 到 了 关于 一 般 的 仿 射 联络 空间 的 一 个 结果 ， 
在 此 不 加 证 明 地 叙述 如 下 (参见 参考 文献 [19],vol. 2)， 

5j 理 4 设 D 是 有 限 维 流 形 M 上 的 一 个 无 挠 联络 . 若 该 联络 
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的 曲率 在 某 一 点 PE M 的 邻 域内 为 零 , 则 存在 点 请 附 近 的 局 部 坐 
标 系 Cw) 使 得 所 有 的 联络 系数 7 为 零 

引 理 3 的 证 明 ”假定 存在 局 部 坐标 系 (u',X') 使 得 3 ==0, 则 
由 (2. 8) 式 得 知 


从 (3. 78) 式 得 到 yx*=0, 由 (3.79) 式 可 知 这 意味 着 N;=0. 根据 
(3.75) 和 (3. 76) 两 式 ,Chern 联络 系数 丰 为 零 . 于 是 从 (4. 307 和 
(4. 31) 两 式 得 到 R= 二 P=0. 


反 过 来 ,假定 R 二 PP 一 0. 由 引 理 2 得 = 江 一 0, 而 根据 (4. 41 ) 式 


得 


er: Dy z 
Ri = 3 一 去 到 十 Top — TET, = 0. (4. 42) 


这 样 ，zm 在 Mr 上 维和 了 -下 曲率 为 等 的 无 挠 联络 . 根据 引 理 4， 
在 任意 一 点 p€ M 的 附近 存在 局 部 坐标 系 ,使 得 二 0. 于 是 
(3. 80) 式 蕴含 着 N’; 二 0, 由 (3.74) 式 得 到 


CB _ 
Ou* | 
因而 gi 与 7 无 关 ; 根 据 (2. 8) 式 及 Euler 定理 ((2， 2) 式 ) 多 
《人 Ei 一 F, 


故 下 与 w 无 关 . 

注 记 ”在 直观 上 通过 在 M 的 每 一 个 切 空 间 TT,M 上 给 定 同一 
个 Minkowski 模 可 以 构造 出 局 部 Minkowski 流 形 .但 是 在 这 个 过 
程 中 存在 典型 的 拓扑 障碍 . 关于 局 部 Minkowski 流 形 的 几何 与 拓 
扑 之 间 关 系 的 深入 讨论 ,请 参见 参考 文献 [2]. 

例 1 在 R: 上 一 族 有 用 的 Minkowski 模 由 


F(X ,X) =N(X) XavVX)! + (X),a>0 
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$5 弧 长 的 第 一 变 分 公式 和 测 地 线 


在 上 一 节 所 引进 的 旗 曲 率 在 Finsler 几何 的 变 分 问题 中 起 重 
要 的 作用 . 吸 长 的 第 一 变 分 公式 和 第 二 变 分 公式 证 实 了 这 一 点 .在 
本 玉 和 下 一 记 ,我 们 将 说 明令 人 惊异 的 事实 : 利用 Chern 联络 ,这 
两 个 公式 在 形式 上 和 黎 曼 几何 中 的 对 应 公式 是 一 致 的 ,只 是 在 第 
二 变 分 公式 中 在 黎 曼 情 形 下 的 截面 曲率 用 Finsler 情形 下 的 旗 曲 
率 来 蔡 代 .因此 ,在 黎 曼 几何 中 从 这 两 个 公式 导出 的 许多 经 典 定理 
也 能 够 推广 到 Finsler 的 情形 . 在 $7 和 $8 将 给 出 一 些 重要 的 例 
子 . 我 们 将 看 到 变 分 公式 (下 面 的 公式 (5. 24) 和 (6. 8)) 是 Chern 
联络 的 结构 方程 (3. 3) 和 (3. 36) 的 直接 推论 ). 

自 先 定义 在 流 形 上 一 条 光滑 曲线 的 变 分 的 概念 . 

定义 5.1 设 C: [0,a]->M 是 M 中 一 条 光滑 曲线 .C 的 一 个 
变 分 是 指 一 个 光滑 映射 o: [0,a]X (一 e,e) 一 MM 使 得 o(,0)== 
C(2D),tE[0,aj.C(z) 称 为 变 分 的 基准 曲线 . 对 于 每 一 个 wE 
(一 ss) ,由 0.(t)==o(t,u) 定 义 的 参数 曲线 o; [0,a]->M 称 为 蛮 
分 曲线 (t- 曲 线 ) ;同时 ,固定 1, 由 o,(u)==o(z,w) 定 义 的 参数 曲线 称 
为 变 分 的 横 截 曲线 (x- 曲 线 ). 

变 分 ol(1,w) 在 M 上 产生 了 两 个 矢量 场 ， 


9| 0% 
T=0o.[2)=Y (5. 1) 
和 
芝 | = 2 


它们 分 别 是 二 曲 线 和 zx- 曲线 的 切 矢量 场 ( 速 度 场 ). 特别 地 ,矢量 场 
U(t,0) = et | | 


称 为 变 分 o 沿 基准 曲线 C(z) 的 变 分 场 . 
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i 机- 二， -ae - oo i Cr 


在 Finsler 情形 ,t- 曲 线 的 长 度 是 


L(u) = | Fe ,TYd — | VGreT,T) ad, (5. 3) 


其 中 FF 是 Finsler 函数 ,Gr 中 的 下 指标 了 表示 Finsler 度量 G 是 


在 c(i,w) 的 典型 提升 
oO (tu) (ol uu) Tu)) EE PIM (5. 4) 
处 计算 的 . 这 样 , 弧 长 的 第 一 变 分 是 
L'(u) = | 这 Gr(T ,Ty dt. (5. 5) 
在 PTM 上 定义 下 列 和 失 量 场 . 
T=5.| 信 |， (5S,.6) 
U=5, 之 |， (5. 7) 


并 在 加 7M 上 取 单 位 正 交 标 涤 场 ej,i=1,…,m, 使 得 在 提升 
(5. 4) 处 e» 是 沿 工 的 单位 矢量 ， 
Da 了 
FF Aw /GT 
设 e; 的 对 偶 余 标 架 场 是 wi,i 二 1,…,m. 更 方便 、 更 直观 的 是 考虑 
把 w 拉 回 到 和 官 形 区 域 L0,ajx (一 e,e) 上 的 形式 : 


(5. 8 ) 


Ia — a'dt + bdu (5. 9) 
和 
G*w — aidt + bdu, (5. 10) 
其 中 
a’ = wi(T), (5. 11) 
b: = wi(U ), (5. 12) 
a! = wi(T), (5. 13) 
中 = wi(U). (5. 14) 
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因为 w 不 含有 dX' 的 项 , 故 


a 一 wi(T) = wT)= 7T', (5. 15) 
p=wU) = wU) =U. (5. 16) 

在 (5.8) 式 关于 e， 的 选取 表明 
a = ww (TT) 一 0， (5.17) 


a” = wT) = NYGrT,T); (5.18) 


从 (5.5) 式 得 到 
L' (wu) = | Ca di (5. 19) 
0 


为 了 计算 上 述 被 积 表 达 式 中 的 导数 ,我 们 用 5* 把 Chern 联络 
的 无 挠 条 件 ( 见 (3. 3) 式 ) 
dw 一 jy 人 Co 
拉 回来. 因为 a* 和 外 微分 及 外 积 是 可 交换 的 (参看 第 三 章 的 
(2. 43) 式 和 (2. 42) 式 ), 故 有 
d(5°w) = ow A ow. (5. 20) 
方程 (5. 9) 意 味 着 


d(F* wi) 二 -名 + 疗 dt A du . (5. 21) 
把 (5.21),(5.9) 和 (5. 10) 式 代入 (5. 20) 式 , 则 得 
一 各 十 路 一 一 ou (5. 22) 


回想 起 om 二 04(3.4) 式 ), 并 将 (5.13),(5. 14) 和 (5. 17) 式 用 于 
(5. 22) 式 , 且 让 i=m, 则 无 所 条 件 成 为 


BF 十 Bb'a,. (5. 23) 


将 这 个 结果 用 于 (5. 19) 式 , 便 得 到 Finsler 几何 中 弧 长 第 一 变 
分 的 下 述 公式 ， 


L'(u) = ob” 


十 | bra™dt. (5. 24) 
0 | 
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我 们 指出 ,利用 (5. 11) 到 (5. 16) 各 式 , 无 挠 条 件 (5. 22) 还 能 够 
写成 
Dr U = Du7 ， (5. 25) 
其 中 协 变 导数 是 关于 矢量 从 p*TM->PTM 上 的 Chern 联络 做 
的 . 如 果 回 想起 几乎 与 度量 相 容 条 件 (3. 36) 等 价 于 


SGr(X,Y)= Gr(DrX,Y) + Gr( 和 ,DY) 


十 2X774 oz (T ), (5. 26) 
且 观 察 到 


77 PP” 
oa 
汽 长 的 第 一 变 分 的 公式 (5. 24) 还 能 够 写成 内 在 的 形式 ， 


Ld)=| or v 人 
0 ot - Vv GTr(7 ,了 ) 
了 
一 人 U,D dz 
| | VGr(T,T) | | 


一 Co ,天 二 一 


V Or(7 ,7) 
a 1 
—| GrIU,D . 。 
oa ee 


对 于 有 固定 端点 的 变 分 , 变 分 场 上 满足 U(0)=U (4) 二 0. 这 
伴 , 在 (5. 28) 中 的 边界 项 便 消 失 了 . 现在 我 们 叙述 在 Finsler 流 形 
中 测 地 线 的 概念 . 

定义 5.2 Finsler 流 形 M 中 的 测 地 线 C: [0,a]->M 是 指 弧 
长 汉 孙 L(w)( 见 (5. 3) 式 ) 关 于 有 固定 端点 的 所 有 光滑 变 分 o 的 临 
务 曲 线 , 即 : C 是 测 地 线 , 如 果 对 于 所 有 满足 条 件 0(C0,z) 一 CC0)， 
Ita' za) 一 C(a) 的 恋 分 gc 有 大 (0) 一 0. 

根据 (5. 28) ,在 Finsler 空间 中 测 地 线 的 方程 是 


|=Dre —— ere, (5. 27) 


t=a 


t=0 
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1 
-一 | -0 (5. 29) 
CT ,了 ) 


若 假 定 曲 线 满足 匀速 参数 化 条 件 , 即 G7r(T ,六 ) 一 const, 则 (5. 29) 
式 化 为 黎 曼 凡 何 中 熟知 的 “ 自 平行 ?条 件 ( 参 看 第 四 章 的 42. 20) 
式 ); 
DT = 0. (5. 30) 
使 用 余 标 架 场 w 和 Chern 联络 形式 oi, 测 地 线 的 条 件 (5. 29) 能 够 
重 述 为 : Finsler 空间 M 中 的 一 条 曲线 C() 是 测 地 线 ,如 有 果 它 的 
典型 提升 CG)=(CG),T())EPTM 满足 微分 方程 组 : 
a = wT)=0, a=w(T)=0, (5. 31) 


其 中 了 二 C， | | (参看 (5. 13) 和 (5. 17) 式 ). 


现在 我 们 把 Finsler 情形 和 黎 曼 情形 相对 照 ,比较 有 关 测 地 线 
的 结果 . 值得 注意 的 是 ,在 第 五 章 8$ 2 中 关于 黎 曼 几何 的 所 有 结 采 
在 Finsler 情形 仍然 是 成 立 的 .但 是 ,在 导致 这 些 结果 的 论证 中 存 
在 一 些 重要 的 差别 ,反映 出 Finsler 情形 的 特点 . 篇 幅 不 允许 我 们 
在 这 里 展开 充分 的 讨论 ,在 此 只 能 就 一 些 实质 性 要 点 作 简明 的 介 
绍 . 至 于 更 深入 的 探讨 ,请 见 参 考 文献 [2j. 我 们 的 讨论 基于 匀速 测 
地 线 . z 

根据 (5. 30) ,在 Finsler 流 形 上 一 条 匀速 测 地 线 所 满足 的 常 微 
分 方程 在 形式 上 和 黎 曼 情形 是 一 样 的 : 


d? i 天 { | 
或 等 价 地 ， 
dw du dw (s| Og | Og Ogu | _ 
dT dr di\2\B tT Bs Bw))™ 0 (5.33) 


这 里 C 是 CC() 的 典型 提升 ,是 Chern 联络 在 局 部 坐标 系 下 的 系 
数 ( 参 看 (3.75) 式 ). 注意 到 由 于 (3. 41) 式 ,在 (5. 32) 式 的 第 二 项 中 
有 关 Mn( 参 看 (3. 82) 式 ) 的 项 在 2 重 缩 并 时 消失 了 . 
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注 记 虽然 测 地 线 方程 (5. 33) 在 形式 上 和 黎 曼 几何 情形 是 一 


致 的 ,但 是 度量 张 量 8v 不 仅 依赖 于 x, 也 依赖 于 TCD) 一 必 . 因此 


在 方程 左边 的 第 二 项 依赖 速度 "的 非 线性 程度 可 能 高 于 2 次 . 然 
而 在 仿 射 变换 上 一 ar 十 8 下， 下 于 从 只 弄 期 的 方式 箭 以 一 一 个 倍数 . 
更 确切 地 说 , 设 太一 z Cast PB) tls) =| w (SC ds ee | , 则 由 链 法 则 


以 及 在 PTM 上 ww(s) 和 (1) 是 同一 点 ,可 得 


dz， dvw* dvw’ du | du du 
ds Tt ds ds Tu)%— = 十 dr de de :| 


st 
(5. 34) 
当 Finsler 从 p*TM 的 底 流 形 PTM 换 成 TM, 或 者 球 从 SM 时 ， 
上 述 断 言 一 般 来 说 不 再 成 立 .方程 (5. 34) 意 味 着 , 若 
C(t)= (wu'(t)) 
征 一 条 测 地 线 , 则 它 的 反 向 曲线 
w'(s) = u'(a — s), 0 三 s 世 a (5. 35) 
也 是 一 条 测 地 线 . 如 果 p'TM 的 底 流 形 是 SM, 则 该 断言 未 必 为 
真 . 
本 第 五 章 $ 2 关于 黎 曼 情 形 的 做 法 相 类 似 ,将 2 阶 常 微分 方 
程 的 理论 用 于 (5. 33) ,我 们 就 能 够 定义 Finsler 流 形 中 的 测 地 法 坐 
标 和 法 坐标 域 . 在 Finsler 情形 ,我 们 在 T,M 中 定义 半径 是 + 的 
Finsler 球面 为 
S307) = {XE TMIF(p,X) = r}， (5. 36) 
Finsler 球 为 
Bslr) = (XE TMIF(p,X) < 一) (5. 37) 
与 第 五 章 的 (2. 9) 式 相 类 似 ,对 于 充分 小 的 Bs(r), 可 以 定义 指数 
映射 exp,: T,M>M, 它 把 经 过 0€ET,M 的 射线 映 为 唯一 的 一 条 
从 点 p 出 发 的 测 地 线 . 特别 地 ,用 第 五 章 8 2? 的 记号 , 命 
uw = (exp: X)' = 广 (] ,丸和 人) (5. 38) 
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指数 映射 在 义 关 0 时 是 光滑 的 ,在 基 =0 处 是 Ci 的 (参见 参考 
文献 [2]). 而 且 (exp:); 在 0€TM 处 是 恒 同 映射 (参看 第 五 章 
(2. 11) 式 ). 因 此 ,对 于 某 个 充分 小 的 B.(r), expz 是 可 微 同 肚 . 
第 五 章 定理 2.5 中 以 zEM 为 中 心 的 超 球面 3;( 测 地 球面 ) 
的 推广 是 T,M 中 的 Finsler 球面 S-(6) 在 指数 映射 下 的 像 : 
35; = exps(S.(0)). (5. 39) 
每 一 个 XES.(6) 产 生 了 一 条 径 向 测 地 线 
o(t)—~expi(tX), 0&1], 
它 与 以 z 为 中 心 .半径 和 8 的 所 有 测 地 球面 都 相交 . 于 是 第 五 章 定 
理 2. 3 的 系 有 如 下 的 类 似 命题 : 
引 理 1(Gauss 引 理 ) ”以 了 (4) 为 速度 矢量 的 径 向 测 地 线 o(z) 
与 测 地 球面 关于 数量 积 Gr 是 正 交 的 . 
证 明 对 于 XES:(6),rEf[0,1], 考 虑 径 向 测 地 线 
0(t) = exp,(trX), 0 二 上 z 挟 1. (5. 40) 
注意 到 rXES.(r6). 设 Y(u) 是 S.(r6) 上 任意 一 条 曲线 ,使 得 
Y(0) 一 rX. 定义 径 向 测 地 线 o(z) 的 变 分 o: [0,1]X( 一 e,e) 一 MM， 
使 得 
olt,u) = expr(tY (1)). (5. 41) 
把 Y(z) 在 w=0 处 的 速度 记 为 了 , 则 olz,w) 的 变 分 场 U(z,0) 满 足 
U (0,0)=0,UJ(1,0) 一 (exp-).7 ,后 者 是 测 地 球面 exp-(S-(r6)) 
的 切 矢 量 . 在 变 分 (5. 41) 中 每 一 条 二 曲线 是 从 z 出 发 有 常 速度 
rg 的 测 地 线 . 这 样 ,它们 的 长 度 全 相等 , 弧 长 的 第 一 变 分 L'(0) 为 
零 . 把 exp-(X) 的 速度 场记 为 全 ,于 是 o() 的 速度 场 为 rT. 方程 
(5. 297) 和 弧 长 的 第 一 变 分 公式 意味 着 
Gr((exp:).V ,rT) 一 0， (5. 42 ) 
引 理 证 毕 . 
利用 Gauss 引 理 能 够 证 明 下 列 重 要 结果 , 它 是 第 五 章 定 理 
2.4 的 (2) 在 Finsler 情形 的 推广 ， 
定理 5.1 在 Finsler 流 形 上 测 地 线 在 局 部 上 是 最 短线 . 
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为 了 证 明 这 个 定理 ,需要 下 面 关 于 Finsler 函数 R(z,z) 的 一 
个 基本 结果 (该 结果 是 根据 参考 文献 [17] 改 写 的 ,关于 它 的 讨论 可 


多 参考 文献 [2J). 
引 | 理 2 对 于 (ws), (Cu, VE PTAMf， 
oF 
DY Vi 过 FV). (5, 43) 


(wu, 太 ) 


证 明 根据 Finsler 度量 的 正定 性 ,对 于 任意 的 xEM 以 及 
X,V,WET,M 有 


Go,x CV ,W) < VY Gox CV VG, wx) (W,W) 9 (5, 44) 


其 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 V 和 WW 成 比例 . (5. 44) 式 就 是 著名 的 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 
利用 Finsler 度量 的 (2. 8) 式 及 Euler 定理 ， 我 们 有 


gy(us XIVVi = Fu, XViY 3 + ViVi 3 5 
/ (5. 45) 
XigylusX) = Flu,X) » SE, (5. 46) 
以 及 
XXig,(u, XX) = Fi. (5. 47) 


对 于 (5. 45) 式 右边 的 第 二 项 ,用 (5. 46) 式 代替 5 ,再 用 W 二 XX 时 
的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 以 及 (5. 47) 式 , 则 得 


iT7j oF oF IY7 
V Swi $7 < guyCu XIV'V (5. 48) 
于 是 , (5. 45) 式 蕴 合 着 
FF 
FV'V’ > 0 (5. 49) 
且 等 号 成 立 当 目 仅 当 VV 和 六 成 比例 .现在 把 F(w,X) 展 开 成 
FluV)= Flu,X) + (Vi — X') eX) 


OX 
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9F(z 有 十 ESGY 一 入 )) 


+ (Vi— Xi) (Vi— 7) EPS 
(0 之 € 之 1). (5. 50) 
从 (5. 49) 式 得 到 : 对 于 任意 的 VETM 有 
Flu,X) + CV' — Xi) Co FV). (5.51) 


将 Euler 定理 用 于 上 式 左边 第 二 项 , 便 得 引 理 ， 
现在 我 们 回来 证 明定 理 5. 1 
定理 5. 1 的 证 明 我 们 采用 首先 由 Bao, Chern (参看 第 255 
页 脚注 包 所 列 的 第 一 篇 论文 ) 给 出 的 证 明 . 对 于 PEM, 取 充分 小 
的 S>0, 使 得 指数 映射 (2,X) Fr expsC(X), 0 志 1 志 6 ,XET,M， 
F(p,X) 一 1, 是 可 微 同 胚 . 该 映射 把 单位 矢量 X 上 映 为 径 向 测 地 线 ， 
取 定 t= 二 6, 则 它 把 Finsler 球面 S,(1) 上 映 到 测 地 球面 exp,(S,(6)) 
上 .考虑 与 单位 矢量 YET@，M 相对 应 的 、 长 度 为 6 的 径 向 测 地 线 
expp(tY),0 夺 1 人 6. 此 测 地 线 的 起 点 是 pE M, 终 点 是 gE€ 
expp (Sp(8)). 构造 一 条 从 p 到 g 的 邻近 的 比较 曲线 
C(u) = expy,t(u)X(u)), (5. 52) 
其 中 0<w 志 1,F(p,X(u))=1,X(O0)=X0)=Y,t(0)=0,1(1)= 
6. 我 们 的 目标 是 证 明 Clw) 的 长 度 至 少 是 6. 
对 于 每 一 个 ,曲线 Clu) 和 从 点 出 发 的 径 向 测 地 线 交 于 测 
地 法 坐标 是 GCw)Xi(w)) 的 点 . 这 样 ， 
Cu) = olt(w) ,a), (5. 53) 
这 里 olt,w) 是 由 
oO(t,u) = expp(tX(u)), OZECE0ZuCl (5.54) 
定义 的 expslzY) 的 变 分 ,其 t- 曲 线 是 所 有 长 度 为 6 的 .速度 为 1 的 
征 同 测 地 线 . 根据 链 法 则 ， 
于 一 他 全 二名 = 了 T 烤 ++. (5. 55) 
现在 ,C(z) 的 长 度 是 
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1 
L(C(u)) = | FCO, 守 du， (5.56) 
0 u 


运用 引 理 2, 命 V== 写 ,X 一 了, 则 由 (5.43) 式 得 到 


dt [OF 
cr du OX' 


+ | 


cn ds 


du. (5.57) 


Lc)>|[| 议 


lf dz 1 rr 六 
一 | dz 十 Fg cnUT 


上 式 的 第 二 个 等 号 成 立 的 理由 是 : 由 Euler 定理 以 及 了 的 长 度 为 
1( 即 FCC(z) ,了 T)==1) 得 知 


后 3 pe 一 
由 (2. 8) 式 有 
oF Xi 
BOX: Fe 
但 是 ,Guass 引 理 意味 着 
(gii) cnU'T’ 一 0， (5. 58 ) 
故 有 L(C(u)) >t(1)—1(0)=6. (5. 59) 


注 记 ”在 黎 曼 几何 情形 同样 有 定理 5. 1, 但 是 其 证 明 ( 比 如 在 
第 五 章 所 给 出 的 定理 2. 4 的 证 明 ) 通 常 不 能 用 于 Finsler 情形 . 这 
是 因为 在 Finsler 几何 中 用 于 计算 沿 曲 线 C(w) 的 速度 的 度量 函数 


既 依赖 于 Cw) ,也 依赖 于 速度 9 自身 ;然而 在 黎 曼 情形 , 它 与 过 
度 无 关 . (细节 请 看 第 255 页 脚注 @ 所 列 的 第 一 篇 论文 ). 


3 6 弧 长 的 第 二 变 分 公式 和 Jacobi 场 


为 了 浓 楚 起 见 ,我 们 考虑 在 变 分 矩形 上 的 拉 回 形式 . 根据 
(5. 19) 式 , 弧 长 的 第 二 变 分 是 
“Da” 


L"(u) = Br dz. (6. 1) 
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将 (5. 23) 式 对 w 求 导 , 则 得 

Da” Ob” | nb | ,os Oe 

3 一 2 十 3 十 3 
Chern 联络 系数 a” 的 导数 可 通过 5 把 Chern 曲率 张 量 的 结构 方 
程 (4. 2) 和 (4. 3) 拉 回来 进行 计算 . 利用 (5. 19),(5. 10), (5. 17)， 
(5. 18) 和 第 一 个 Chern 曲率 张 量 的 对 称 性 质 (4. 4) ,我 们 有 

Bp: Ba 和 z 
De ar =—aib’ — bia’ + Riwa™b’ 


ot Ou 


(6.2) 


十 Ping a”b® 一 Pia bia® . (6. 3) 
在 上 式 中 置 i 二 m,k 一 a, 则 第 一 个 P- 项 涉及 Poopy 故 由 (4. 26)、 
(4. 12)、(4. 13) 和 (3. 35) 式 得 知 该 项 为 零 . 这 样 


Qa” OpD jm ij _m | 网 6 
3 -一 PY 一 Cr 6 十 bp, 2j 一 代 。， a”™b 十 Pp DC， . (6. 4) 
将 此 式 用 于 (6. 2) 式 则 得 
Oa™ 9 Op”™ 0 Op’ Bim 
Ou x 二 | be Br ~ Oaabe 


~ a™bb RR, 十 as 


Ob” a ma 


其 中 Pp 二 6”Ppy. 现在 ,在 (5. 22) 式 中 命 i==a, 且 回想 起 a*=0( 参 
看 (5. 17) 式 ), 则 得 


OZ a i 
Dy 一 4 0O。 — ba,. (6. 6) 
由 此 可 知 ,(6. 5) 式 成 为 
da” 9|688 | ,nm 
Bu 335 + bebe 


十 ar| 2 十 805 一 1 OP 一 Ob"bs 
— a"(b'b” 十 peBRm (6. 7) 
利用 第 一 个 Chern 曲率 的 对 称 性 质 (4. 17) ,上 上 式 中 涉及 R 的 项 能 


写成 
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一 a"bb RY ,=— a”"bbR,. 6 


pt 


一 a"b'b'R,, 6” 


一 a”™b'bR,,,, 
= CO Rn 
第 四 个 等 号 成 立 已 考虑 到 (4. 18) 式 . 进一步 ,由 于 (3. 4) 和 (3. 9) 


式 ， 
一 a"™b’b” = a”"b® 00 bs 
= CnC bb . 
最 后 把 (6. 1) 式 限于 一 0, 且 假定 基准 曲线 是 测 地 线 . 这 样 ,从 
(5. 31) 和 (3. 9) 式 得 到 在 (6.7) 式 中 与 成 比例 的 项 皆 为 零 . 因 
此 ,在 Finsler 几何 中 测 地 线 弧 长 的 第 二 变 分 公式 是 


/ op” ris ° 
1L"(0)= | ,6 | 
十 | ae 中 7 十 Rm b'b’) dt. (6. 8) 


与 第 一 个 Chern 曲率 张 量 R,,,, 有 关 的 项 可 以 看 作 旗 曲率 的 
倍数 . 确实 ,从 第 五 章 的 (3. 6) 式 可 知 ,曲率 算 子 RCT,U) 在 T 上 
的 作用 是 

ROT ,OT 一 RaTUTei = (F(T))?Ri, Le (6.9) 
由 此 得 到 
Gr(ROT UIT,U)= guyFRi UU! 
一 FR, U'U), (6. 10) 
根据 (4. 38) 式 所 给 出 的 旗 曲 率 KK(e,,,U0) 的 定义 ,我 们 有 
a” Rim; bb’ 一 一 FR (en U)LGrU ,U)Gr(e, ,e,) 
一 {Gr (en ,UU ) 六 
-= 一 a"K (ensU)[Lo.b'b’ 一 (加 )2 (6. 11) 
注意 到 在 (6.7) 式 中 与 第 二 个 Chern 曲率 张 量 P 有 关 的 项 在 所 得 
衙 果 (6. 8) 中 不 出 现 . 这 个 引 人 注 目的 事实 使 得 在 Finsler 几何 中 
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弧 长 的 第 二 变 分 公式 在 形式 上 与 黎 曼 几何 中 的 公式 是 一 致 的 ,只 
是 在 黎 曼 情形 的 截面 曲率 要 换 成 Finsler 情形 的 旗 曲 率 . 

不 难看 到 ,利用 Chern 联络 的 结构 方程 的 内 在 形式 ( 见 
(5.25) 式 和 (5. 26) 式 ) ,第 二 变 分 公式 (6. 8) 也 能 写成 内 在 形式 : 


Fr). 


十 FF Lr DU ,DT ) + Gr(R(T,U)T,U) Jdt 


2 
ED | dz. (6. 12) 


-| a Bu 
请 读者 自己 补充 推导 的 细节 . 
现在 我 们 来 定义 以 T 为 切 矢 量 场 的 测 地 线 上 两 个 光滑 矢量 
场 V,W 的 指标 形式 ; 


I(V,W) = | mi[Gr(Dry， ,DaW) + GrRT WIT, W) Yd. 
(6. 13) 
这 样 ,第 二 变 分 公式 (6. 12) 能 写成 
pa 1 | 
a 1 ART) | 
-| Fs| 3 dz. (6. 14) 
进一步 ,引进 UU 的 .与 TT 是 Gr- 正 交 的 分 量 
ri 1 7 
U,=U Gr(U ,FL | FS (6. 15) 


从 结构 方程 (5. 26) 和 测 地 线条 件 (5. 29) 得 到 
Gr(DrU DrU) = Gr(DrU ,DrU).— 于 | . (6.16) 
而 在 另 一 方面 , 旗 曲 率 的 性 质 强 合 着 
Gr(RETUI)TU) = Gr(ROTUITU). (6.17) 
把 (6. 16),(6.17) 两 式 用 于 (6. 13) 式 , 则 第 二 变 分 公式 可 表 成 如 下 
的 紧凑 形式 : 
300 


(6.18) 


L”(0) = TU ,U) + Gr| DoU, Fi 卫 


让 我 们 回 到 由 (6. 13) 式 定义 的 指标 形式 . 在 常 速度 参数 化 下 
( 即 (全 )= 二 const), 利 用 分 部 积分 结构 方 程 (5. 26) 和 测 地 线条 件 
(5. 31) ,能 够 把 7(y ,VV ) 改 写成 


1(J,V)= 未 Gr(Dr J， vy)| 一 F| GrDr Dr 


+ R(T,T)T ,V )dz. (6. 19) 
欠 测 地 线 定 义 的 一 个 矢量 场 J 称 为 Jacobi 场 ,如 果 它 满足 方程 
Dr Dr J 十 RCI,T)T = 0， (6. 20) 
上 述 方程 称 为 Jacobi 方程 , 它 在 形式 上 和 黎 曼 几何 的 情形 是 一 致 
的 . 二 阶 常 微分 方程 组 的 理论 表明 ; 对 于 速度 场 为 人 的 测 地 线 
0(t)，0t 全 a, 给 定 V,W ETwoM, 则 存在 唯一 的 一 个 沿 o 的 
Jacobi 场 J (2) ,使 得 (0)==V ,DrJ(0)=W. 我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 6.1 在 Finsler 流 形 上 给 定 任意 一 个 光滑 变 分 (不 必 有 
固定 的 端点 ) 使 得 所 有 的 二 曲线 是 测 地 线 , 则 其 变 分 场 U 必定 是 
一 个 Jacobi 场 . 反 过 来 , 沿 测 地 线 ci 的 一 个 Jacobi 场 Jo 必定 
是 其 t- 曲 线 是 测 地 线 的 变 分 o 的 变 分 矢量 场 U. 

证 明 ”我 们 将 考虑 匀速 测 地 线 (DrT =0) ,将 Dr 用 于 Chern 
联络 的 无 挠 条 件 DrU =DuT( 即 (5. 25) 式 ), 借 助 于 (5. 25) 和 
(6. 3) 式 , 得 到 

DrDU = DrDyT = (DrDy — DjyDA)T 


— (F(TOPCRi,U’— P' wb )e 
-一 (F(T) YR,,, Ue, 
= RK(TU)T =— R(U,T)T., 《6. 21) 


其 中 在 第 4 个 等 号 中 我 们 已 经 用 了 (4. 23) 式 来 消去 P- 项 ,在 第 5 
个 等 号 中 已 用 了 (6. 9) 式 ,在 最 后 一 个 等 号 中 已 用 了 R 的 反对 称 
性 (4. 4) 式 ， 
六 以 了 (2) 为 速度 场 的 测 地 线 oC1) ,0<i 雪 ca 给 定 一 个 Jacobi 
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场 JG) ,构造 oz) 的 变 分 如 下 : 取 曲 线 7(z) ,使 得 7Y(0? 一 acC0) ,并 
且 速 度 场 了 (zx ) 满 足 
V |.-。 一 J |,=0.: 
构 作 沿 Y(w) 平 行 的 矢量 场 Y(w),W(w)( 即 DyvY 一 DyW =0), 且 满 
足 初始 条 件 Y 了 (0)=T(0),W (0)== (DrJ) | 所 求 的 变 分 是 
ot,u) = expyo At(Y (1u) + wuW (1) )}. (6. 22) 


注意 到 | IC0 2U) 一 YU) ,0(t,0) 是 基准 测 地 线 0o(?) ,请 o(t) 的 变 分 
场 是 


U0) 一 et 


到 一心 


根据 定理 的 第 一 部 分 ,UG(4) 是 Jacobi 场 . 我 们 想 要 证 明 U G4) 实际 
上 就 是 JG). 倘 大 我 们 能 够 证 明 


U0) = 700), (DrU) | — (D7J) 
i1= 属 


$ 


一 


则 根据 Jacobi 场 在 给 定 初始 条 件 下 的 唯一 性 便 得 到 我 们 所 要 的 
结论 . 确实 ,我 们 有 


U(0) = SO 


_d _ 
= | = = 7(0), 
(6. 23) 
以 及 
(DzU)| = DD) 
3 
= Dr Br eXProw (tCY (u) 十 wW (wu))} 


其 中 第 一 个 等 号 用 了 无 挠 条 件 . 由 于 (expyr ) ,. 在 Ty M 的 原点 
是 恒 同 映射 ， 


9 
Br XPyew {£1(Y (1) + uW (2))) 一 立 (zz) + uW (wu)., 
t=0 


， 《0. 24) 
一 0 


(6. 25 ) 
因此 
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CDz7U ),_,= Du(Y (wu) 十 uW (u)) 时 一 0 
一 Do (Y (u) 十 uw (wu)) ] =0 
= Dyco, CY (xz ) 十 uW (x)) 时 


= W(0) = (DzrJ) | ~ (6. 26) 
证 毕 . 

如 同 在 黎 曼 几何 的 情形 ,Jacobi 场 是 人 研究 Finsler 空间 中 测 地 
线性 质 的 重要 工具 . 特别 是 旗 曲 率 和 测 地 线 之 间 的 关系 能 够 借助 
于 共 罗 点 的 概念 来 研究 ,而 后 者 用 Jacobi 场 在 所 考虑 点 处 的 行为 
来 刻画 (看 下 面 的 定义 6. 1). 在 Finsler 情形 的 解析 方法 紧 随 黎 曙 
几何 中 所 用 的 方法 之 后 . 这 之 所 以 成 为 可 能 ,关键 还 是 Chern 联 
络 的 令 人 注目 的 性 质 . 在 本 节 的 余下 部 分 ,我 们 将 给 出 指标 形式 与 
其 罗 点 和 Jacobi 场 有 关 的 几 个 重要 性 质 ( 它 们 也 是 黎 曼 几何 中 的 
标准 结果 ). 在 这 里 ,篇 辐 不 允许 我 们 完整 地 叙述 证 明 , 然 而 它们 与 
黎 曼 情形 的 相应 证 明 是 十 分 相似 的 . 至 于 笋 曼 的 情形 ,读者 可 参考 
参考 文献 [L19],vol 和 [10]; 对 于 Finsler 情形 ,可 见 参考 文献 
[2 ]. 

定义 6.1 假定 指数 映射 的 切 映 射 (exp,). 在 VET,M 是 退 
化 的 , 即 存在 某 个 非 零 的 WETy(T,M) 使 得 (exp,),.W=0E 
Top,vyM, 则 称 测 地 线 0o(t) 二 expptV ,0 二 ft] 上 的 点 6(1) 二 exppV 
与 点 0(0) 二 p 是 共 罩 的 . 

构 作 上 述 定义 中 测 地 线 o(z) 的 变 分 

ol(t su) = exp,lt(V + uW)). (6. 27) 
在 该 变 分 中 每 一 条 t- 曲 线 是 测 地 线 .根据 定理 6. 1 ,其 变 分 场 UTC 
是 Jacobi 场 , 而 (6. 27) 式 意味 着 U(0) 一 U(1)== (exp,),W 二 0. 因 
此 我 们 有 
5| 理 1 co(1) 与 o(0) 在 测 地 线 o(z) 一 expptV ,0 二 z 志 1 上 是 共 
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入 的 ,或 者 等 价 地 , (exps) .在 了 EeeoM 是 退化 的 , 当 且 仪 当 存 在 
沿 o(z) 的 非 零 Jacobi 场 J (2) ,使 得 (0)= 二 J (1)=0. 

对 于 有 固定 端点 的 变 分 , 即 U00)==00Q)==0, 则 Do 在 问 扣 
也 为 零 . 从 (6. 14) 式 得 到 ; 如 果 (CU,U) 二 0, 则 7L”(0) 过 0. 于 是 ， 
我 们 有 

引 理 2 ”如 果 测 地 线 o(z) 的 一 个 变 分 场 U 保持 端点 固定 , 则 
I(U,U) 二 0 蕴含 着 该 测 地 线 不 是 最 短线 . 

测 地 线 上 的 共 斩 点 与 指标 形式 在 其 两 端 为 零 的 矢量 场 上 的 符 
号 有 密切 的 关系 ,下 面 给 出 有 关 的 重要 结果 . 在 本 节 的 以 下 部 分 ， 
用 YY ,表示 定义 在 连结 上 .9 的 测 地 线 c() ,0 委 上 委 c 上 使 得 W (0) 
一 办 Ca) 一 0 的 光滑 矢量 场 WG) 所 构成 的 空间 . 则 有 

引 理 3 〈1) 如 果 在 测 地 线 o(),0 志 :二 a 上 没有 c(0) 的 共 斩 
氮 , 则 对 所 有 的 友 E%% 有 

I(W,W) 之 0， 
上 且 等 号 只 在 WW=0 时 成 立 . 
(2) 大 cola) 是 oC0) 的 共 思 点 ,但 是 对 于 所 有 的 0 二 + 之 a,o(7) 
都 不 是 c(0) 的 共 斩 点 , 则 
IC(W,W) 宇 0, VY W € %Y,, 
且 等 号 只 在 W 是 Jacobi 场 时 成 立 . 
”我 们 还 有 

5| 理 4 对 于 一 条 测 地 线 o(),0 志 1 声 a, 存 在 o(0) 的 共 轿 点 
0C) ，0 委 0 委 au 的 充分 必要 条 件 是 存在 与 了 是 Gr- 正 交 的 WEY。 
使 得 TI(W ,W ) 二 0. 

上 面 两 个 引 理 的 证 明 可 在 D. Bao, S. S. Chern,“A notable 
connection In Finsler geometry”, Houston J. Math. , 19(1993), 
135 一 180 中 找到 , 作为 引 理 3 的 推论 ,我 们 有 

5 理 5 假定 o(z),0 志 ta 是 一 条 不 含 共 罗 点 的 测 地 线 . 设 
W,J 是 co 上 的 光滑 和 失 量 场 使 得 WC0)==J(0),W(a) 二 J(a), 且 J 
是 Jacobi 场 . 则 
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1I(W,W) 之 1(J 7)， 
日 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 W=J. 
证 明 根据 假定 ,J 一 WE€%Yo. 引 理 3 新 言 
OI ~— W,J—W) 
一 TCD) — 21(J,W) + I(W,W) 


= TGr(DrI,D) | — EGrDrT,W) | +IW,W) 
F ,一 天 。 


二 一 一 记 Gr(Dr7 ,7) | 十 I(W,W) 
Q 


=— (J,J) + IW,W). 
在 第 二 行 的 等 号 中 我 们 用 了 指标 形式 的 双 线 性 性 质 和 对 称 性 . 在 
第 三 行 的 等 号 中 我 们 用 了 (6. 19) 式 . 再 次 用 引 理 3 可 得 等 号 成 立 
当 且 仪 当 J 一 W=0. 

最 后 我 们 叙述 

5| 理 6 对 于 所 有 的 WEY。 有 I(V,W)==0 当 且 仅 当 VV 是 
一 个 Jacobi 场 ， 

证 明 大 站 是 一 个 Jacobi 场 , 则 从 (6. 19) 式 直接 得 到 对 于 所 
有 的 WEY。 有 I(V,W)==0. 反 过 来 ,假定 对 于 所 有 的 WEY'。 有 
I(V,W)==0. 设 f(z) 是 [0,a] 上 的 光滑 函数 ,满足 条 件 : f(0)= 
f(a) = 二 0, 对 任意 的 0<t<a 有 fG) 汪 0. 取 WW 为 

f(t) {DrDrV 十 ROV ,TOT). 
则 对 于 I(V ,W) 用 (6. 19) 式 得 到 
0 一 一 元 | ADGrCDrDry + RIV,T)T,DrDrV 
十 R(V 7 )7)dz， 
这 表明 7 是 一 个 Jacobi 场 . 


3 7 完备 性 和 Hopf-Rinow 定理 


对 于 一 个 Finsler 流 形 ,一 个 明显 的 整体 问题 是 : 它 是 不 是 另 
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一 个 Finsler 流 形 的 真 开 子 流 形 . 与 此 有 关 的 一 个 重要 概念 就 是 完 
备 性 , 它 本 是 度量 空间 的 性 质 . 因此 ,我 们 先 讨 论 关 于 度量 空间 的 
一 般 结 果 , 再 人 研究 完备 的 Finsler 流 形 . 此 处 的 结果 在 黎 曼 情形 目 
动 成 立 . 

定义 7.1 闭 区 间 0<<z 志 1 到 度量 空间 M 的 连续 映像 称 为 M 
中 的 一 段 弧 . 半 开 区 间 0 二 :过 1 到 M 的 连续 映像 称 为 M 中 的 一 条 
路 径 . 

设 p(z) ,0 和 上 委 1 是 M 中 的 一 段 弧 , 如 果 对 于 任意 的 0 委 丘 委 
is<t 委 1 都 有 

PAP(L1) PE2)) 十 CCC)， 户 (ts) ) 
一 PpP(p(ti) ,p(t,)), (7.1) 
其 中 p 是 度量 空间 M 中 的 距离 函数 , 则 称 p(z) 为 M 的 一 条 线段 . 
M 中 以 p,g 为 始点 和 终点 的 线段 记 作 pg. 

因为 团 区 间 ( 或 半 开 区 间 ) 都 是 彼此 同 胚 的 ,所 以 上 述 定义 中 
的 区 间 长 度 可 以 不 限于 1. 把 一 段 弧 ( 或 路 径 ) 限 制 在 其 定义 域 的 
团子 区 间 上 ,所 得 的 弧 称 为 它 的 子 弧 . 

设 p(t) (0<z<1) 是 M 的 一 条 路 径 . 如 果 : (1) 它 是 MM 的 闭 
子 集 ;(2) 它 的 每 一 段子 弧 都 是 线段 , 则 称 p(z) 是 M 的 一 条 射线 . 
大 畏 数 p(p(0),p(z)) (0<*<1) 是 有 界 的 , 则 称 它 的 上 确 界 是 该 
射线 的 长 度 . 

例 1 设 M 是 平面 丸 : 上 去 掉 一 点 所 成 的 空间 ,M=R’ 一 {0}， 
它 关 于 从 RR 诱导 的 距离 函数 成 为 一 个 度量 空间 . 命 

pi(t) 一 (人 一 1;0)，0 和 过 上 一 1 ， 
则 p1(2) 是 M 的 一 条 射线 ,显然 它 的 长 度 是 有 限 的 , 即 它 的 长 度 是 
1. 但 是 射线 


p(t) = | 1 0 和 上 上 <] 


没有 有 限 的 长 度 . 


例 2 不 是 所 有 的 度量 空间 都 存在 射线 ,如 在 紧 致 度量 空间 
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中 就 没有 射线 . 若 不 然 , 设 p(t) (0 二 t 过 1) 是 紧 致 的 度量 空间 M 
中 的 一 条 射线 , 则 极限 limp (z) 一 po€ M 存在 ; 因 射 线 是 M 的 闭 
子 集 , 故 po 在 射线 上 , 即 有 0 委 t<]1 ,使 p(t0) 二 po. 取 由 = (to 十 
1)/2, 则 to<a 过 1. 根据 射线 的 定义 , 当 刀 < 二 1 时 有 
Ppt0) PE) Pp) PE)) = pplto) ,p(t)), 
故 
pplto) ,p(t)) 之 DCpto) p(t1)) > 0. 
但 是 当 : 一 1 时 , 左 端 趋 于 零 ,这 是 一 个 矛盾 . 故 在 M 中 不 可 能 存 
在 射线 . 
显然 R* 中 的 单位 圆 盘 D==((zx,y)ER’|z 十 y 二 1} 是 紧 致 的 
度量 空间 ,所 以 在 中 不 能 有 射线 . 
5| 理 1 设 度量 空间 M 中 有 一 列 点 al,…，a* 满足 条 件 


n—1] 
> plaisain) 一 CO(alyan)， (7. 2) 
i 二 1 
则 对 任意 一 组 整数 1 志 <i 二 … 志 nn ,都 有 
此 一 1 
Dj Pi ya) = Pp(a; ,Qi ). (7. 3) 
证 明 大 命题 不 真 , 则 存在 一 组 整数 1< 记 二 … 志 i 全 ,使 得 


天 一 】 
> 0Cai ai ) > pa; > ). 


六 一 了 


因此 


并 一 ] 


4 一 1 
> plai,ait1)> CCalyai ) 十 2 Pa sa 1) 十 DCC ,an) 


;一 1 
> Plaiyan) 十 Pla 0i,) 十 Pla; yyQn) 
2 pa1ya), 
这 与 条 件 (7.2) 相 矛盾 ,所 以 (7. 3) 式 必须 成 立 . 
5 理 2 设 aa (0 委 4 委 2 一 1) 是 度量 空间 M 中 的 线段 ,并 
且 
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na—1 
YPlarsart) 一 DCalyQn) 》 (7. 4) 
此 二 1 . 


则 7==- 人 ,aras+! 是 线段 

证 明 设 n=3. 显然 aiaz 十 aza; 是 一 段 纺 , 现 要 证 明 它 是 线 
段 . 假定 x,y,z 是 该 弧 上 任意 三 点 , 且 y 在 zz 之 间 . 若 z 和 >z 同 
时 属于 aidz， 或 aza3， 则 由 线段 的 定义 得 

p(X,y) 十 PCy,z) 一 p(X,z). 
现在 不 妨 设 z,yEaiaz,zEazas, 故 | 
plaisX) 十 p(T Y) 十 ply a2) = Palyaz)， 
plazs 2) 十 Plz,a3) = plaz,a3), 
因此 由 条 件 (7.4) 得 
p(ai,z) 十 p(zyy) + plysas) 十 p(azyz) + pzsa3) 
一 0O(aiyaz) 十 CCazyas) 一 plal,as). 
由 引 理 1 则 有 
py) 十 ply,z2) = CCZ,z)， 

帮 CQ1CQ2 十 G2G3 是 线段 . 

利用 类 似 的 推理 ,不 难 用 归纳 法 证 明 引 理 对 任意 的 都 是 成 
立 的 . 

5| 理 3 设 Bb; p(t),0 二 iz 过 1 是 度量 空间 M 中 的 一 条 路 径 ， 
而 且 它 的 每 一 段子 弧 都 是 线段 .若是 M 中 的 闭 子 集 , 则 8 是 射 
线 ; 若 8 不 是 M 的 闭 子 集 , 则 极限 imp(t) 一 户 存 在 ,并 且 B 十 p 是 
线段 . 

证 明 ”前 一 个 结论 是 射线 的 定义 . 现在 假定 8 不 是 M 的 闭 子 
集 , 则 必 有 8 的 一 个 极限 点 户 EB, 因此 有 序列 1 一 1;,0 委 到 到 1， 
使 得 a 一 p (4) 一 户 (~ 十 co). 我 们 要 证 明 limp (4) 一 

不 妨 设 {t;} 是 单调 上 升 的 序列 . 因为 p(t;) 一 p(i 一 十 oo), 故 
对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 必 存在 正 整数 N ,使 得 当 i>>N 时 有 
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oC(p(),p) < (7.5) 
因此 当 z,7>N 时 总 是 有 
pp yb)) CoP),P) 十 opp)),p) < 六 (7. 6) 


取 5=1 一 tw 之 0; 则 当 0 过 1 一 :过 6 时 ,tw 过 t 过 1. 由 于 1 
一 1, 则 对 每 一 个 这 样 的 + 总 可 以 找到 指标 j>N, 使 tnn 三 1 二 i 
过 1. 因为 8 上 的 子 弧 是 线段 ,所 以 
plpltN+1) ,P(t)) 
委 pCp(Gi) PE)) + Pp) ,pt;)) 


一 poCp(t ,p04)) < 也. (7. 7) 


因此 只 要 0 二 1 一 :<6, 总 是 有 
PPE),P) SPP) zt)) + plpltnr)s pp) Ee. 
limp (2) = p. : 
命 p(1)= 二 pp; 我 们 要 证 明 p (4) ,0 志 : 志 1 是 M 中 的 线段 . 设 z， 
2yz 是 这 段 弧 上 任意 三 点 , 且 y 在 z 和 zx 之 间 . 若 z 关 p(1), 则 由 
假设 得 到 : 
P(X,Y) 十 p(y,2) = P(X,Z). 
若 zx 一 户 (1) ,不 妨 设 y 关 p(1). 因为 a;=pG) 一 p, 所 以 对 充分 大 的 
i,y 必 落 在 xz 和 a; 之 间 . 因为 xa; 是 线段 , 故 
pT»,Y) 十 p(y ai) = p(X,a;). 
让 :一 十 co, 则 上 式 给 出 
p(X,Y) 十 ply,2) = p(x,z). 
因此 8 十 p 是 线段 . 
现在 假定 M 是 连通 的 Finsler 流 形 ,在 Finsler 函数 已 是 齐 次 
郴 数 的 假定 下 ;AM 关于 由 Finsler 度量 诱导 的 距离 函数 (第 五 章 的 
(2. 46) 式 ) 成 为 一 个 度量 空间 . 下 面 的 引 理 表明 流 形 M 上 实现 两 
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点 之 间 的 距离 的 曲线 段 怡 是 定义 7.1 所 说 的 线段 . 

引 理 4 设 7Y 是 M 上 连结 p,g 两 点 的 可 求 长 曲线 ,并 且 它 的 
长 度 等 于 p(p,g), 则 7Y 是 Finsler 流 形 M 上 的 测 地 线 ,也 是 度量 
空间 M 中 的 线段 .反之 ,大 7 是 M 上 连结 p,9g 的 线段 , 则 7Y 是 测 
地 线 , 并 且 7Y 上 任意 两 点 之 间 的 距离 等 于 7 在 这 两 点 之 间 的 弧 长 . 

连结 两 点 的 测 地 线 ,如 果实 现 了 这 两 点 之 间 的 距离 , 则 称 它 是 
最 短 测 地 线 . 引 理 的 意思 是 : 在 Finsler 流 形 上 最 短 测 地 线 和 线段 
是 等 价 的 概念 . 

证 明 设 r 是 7Y 上 任意 一 点 , 取 r 的 法 坐标 域 U, 使 它 具 有 第 
五 章 定 理 2.4 所 要 求 的 性 质 . 任意 取 一 点 rEYNMU, 使 7 在 rr 
之 加 的 部 分 71 藩 在 U 内 .根据 定理 5.1, 在 U 中 存在 唯一 的 一 条 
测 地 线 g 连结 r 和 ri, 并 上 且 g 是 U 中 连结 > 和 六 的 最 短线 . 大 g 尖 
7i, 则 7 的 长 度 必 大 于 g 的 长 度 , 这 与 7 是 实现 p,q 两 点 之 间 的 
距离 的 曲线 段 相 矛 盾 , 因 此 7 是 测 地 线 . 

任 取 三 点 zx,y,;zE7, 且 yy 在 zx,z 之 间 , 则 

px 十 Zy 十 六 十 2 二 pf9 = p(p,g)， 
其 中 记号 pg 表示 曲线 在 p,q 之 间 的 弧 长 .根据 黎 曼 流 形 上 两 点 之 
则 的 距离 的 定义 , 则 得 
Pp(PpP,q)E Pp(p,T) + p(X,y) 十 0 1? 十 pl,g) 
< pz 十 工 y 十 这 十 zd 一 p(p ,9), 
故 上 式 等 号 必须 成 立 . 由 引 理 1 得 
p(T,Y) 十 DCyyz) = pr,z), 

故 7 是 线段 . 

肥 过 来 , 设 7 是 连结 p,g 的 线段 . 在 7 上 取 分 点 户 一 rr ，…， 


ra 二 9 ,使 得 pr; ,ri41) =—p(p,g). 则 
4 的 长 度 = 3 7i7 ;十 1。 


n 充分 大 时 , 弧 长 rr 和 p(y;,ri41) 的 差 是 1/x 的 高 阶 无 穷 小 ， 
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7 的 长 度 = 3 | plriyriti) 十 o 


= p(p,q) 十 0o(C1)， 
即 > 的 长 度 =2(p,q),7 是 测 地 线 . 

5| 理 5 设 MM 的 每 一 点 p 有 一 个 正 数 p(p), 使 得 : 

(1) 对 于 M 上 任意 一 点 9g, 只 要 p(p,g) 志 po(p), 则 必 存 在 连 
结 p,g 的 线段 ; 

(2) 在 pb)>p(zp), 则 必 有 一 点 zEM, 使 得 p(p,x) 二 
pe《(p)， 并 且 

op,z) TT pr,q9) = pp ,9). 

证 明 我 们 取 点 p 的 半径 为 的 球形 法 坐标 邻 域 W, 使 e。 具 
有 第 五 章 定理 2. 5 所 述 的 性 质 . 只 要 取 正 数 p(p) 二 e 就 行 了 . 若 
(pqg) 二 pp), 则 gEW, 故 在 W 中 存在 唯一 的 测 地 线 连结 p,g， 
且 它 的 长 度 恰 是 p(p,g)( 见 第 五 章 定理 2.6 最 后 的 说 明 ). 根据 引 
理 4, 这 条 测 地 线 是 线段 aqg , 故 (1) 成 立 . 

设 g€ M,p(p,q) 之 pl(p). 根据 距离 的 定义 , 必 有 可 求 长 弧 的 
序列 {p6.)} , 当 i—> oo 时 ,pb. 的 长 度 si>p(p ,q ). 在 pb 上 取 一 点 Xxi, 使 
PpP《p,Xi) 二 p(p), 则 xz; 落 在 以 p 为 中 心 .以 p(p) 为 半径 的 超 球 面 
Znpy 上 .由 于 3 的 紧 致 性 , 必 有 ({z)} 的 子 序 列 收敛 于 互 ,上 一 点 
Z, 不妨 设 {z)} 本 身 是 收敛 的 . 因为 

p(xi1,9) < XI SCs; — p(p), 
故 
pg) < plp ,Xi) 十 DCz9) Rs, 
. 命 i 一 00, 则 s->p(p,q), 故 
Pp(p,q) = p(p,7) + pr,9). 

定理 7.1 设 M 是 连通 的 Finsler 流 形 ;pp,9 是 M 上 任意 两 
点 . 则 下 列 命题 中 必 有 一 个 成 立 ， 

(1) 存在 线段 连结 p,g 两 点 ; 
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(2) 存在 从 之 出 发 的 射线 >, 使 得 7 上 任意 一 点 适合 条 件 
(pz) + p(T,q) = p(p»9). 

证 明 假定 不 存在 连结 p,q 的 线段 . 命 a1 = 二 p; 我 们 要 构造 线 
段 的 序列 aa 一 1,2,…， 使 得 对 每 一 个 正 整 数 &, 它 们 满足 条 
件 

(Ca) Plaisaz) 二 Tplarisar)+p(as,q)=p(p,q). 

夺 已 有 线段 CI1C29， sR 10k 使 条 件 (Cs) 成 立 , 则 由 引 理 ] ， 
plaia2) 十 … 十 Oak 1yak) 一 DOCC1yGQ4D ， (7.8) 
Pasan) 十 pla1,q) = plai,9). (7. 9) 


根据 引 理 2 ,7 = Dyan +1 是 线段 aiai, 因 此 a 和 9 不 能 用 线段 连 


结 . 考虑 点 集 
二 (ZE MM| 能 用 线段 连结 z 和 ai, 且 
: PlarsT) + p(x,q9) = pla,9))}, 
根据 引 理 5 ,集合 S; 关 名 ,并 且 


Tiri 一 sup plars TXT) > 0， (7. 10) 
显然 Tin 夸 p(ai,9). 任 取 一 点 air1€ 5S, 并 使 
plaiyarr1) 之 Ti ， (7. 11) 
那么 线段 a1a2，… ,aras+1 满 足 条 件 (Ci1). 命 
7 一 Dian (7. 12) 


则 YY 是 一 条 路 径 . 7 的 任意 一 段子 弧 必 定 是 某 线段 oan 的 于 
吸 ( 只 要 & 充分 大 ), 所 以 它 是 线段 . 根据 引 理 3, 要 证 明 ” 是 射线 
只 宕 证 明 {ai} 没 有 极限 点 . 
为 此 假定 limas 一 rE M, 则 由 引 理 3,7 十 r 是 线段 . 在 (7. 9) 式 
中 让 &->co, 则 得 
Plaisr) 十 plr,qg) = plai,9), (7. 13) 
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plais?) 十 plr,g) = PCaty9). (7. 14) 
因为 已 假定 不 能 用 线段 连结 a1,g, 故 r 关 gq. 根据 引 理 5, 必 有 扩 工 
承 r ,使 得 zx 和 vr 能 用 线段 连结 ,并 且 

pl(r,7) 二 + prod) = plr,g). (7. 15) 


联合 (7. 14) 与 (7. 15) 两 式 则 有 
plaisr) 十 Pr T) 十 Org) = plar 9), 
由 引 理 1 得 
Oakiy7) 十 P(r ,TX) = Oak 工 )， 
于 是 ,根据 引 理 2,air 十 rz 是 线段 ,xE Si, 故 
7 之 patT) 之 pr zz) > 0. (7. 16) 
上 式 对 任意 的 & 之 1 都 成 立 . 但 是 在 另 一 方面 


方 > Th < jplas ;41) SS Pla1,9), 
k=1 


故 必须 有 lim7er: 一 0, 这 与 (7. 16) 式 是 矛盾 的 . 因此 序列 {a4} 不 能 
有 极限 点 ,7 是 射线 . 
在 7 上 任 取 一 点 z, 则 当下 充分 大 时 点 工 落 在 线段 > /aiai+ 


内 ,所 以 / z 

PlaisT) + p(x,a) = plaisar); 
联合 (7. 9) 式 则 得 

Pa) 十 DCzyans) + pla1s9) = pla1,9). 

根据 引 理 1 则 有 

al) + P(X,9) = pla1,9), (7. 17) 
定理 得 证 . 

注 记 ”在 定理 7.1 的 第 (2) 种 情形 ,因为 
Pp(p,T) Epp,q9), TEY, 
所 以 射线 > 有 有 限 的 长 度 . 因此 ,如 果 连 通 Finsier 流 形 上 没有 有 
限 长 度 的 射线 , 则 任意 两 点 必 能 用 线段 连结 起 来 . 由 例 2 可 知 , 紧 
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致 的 连通 歼 曼 流 形 上 任意 两 点 都 能 用 线段 连结 . 

定义 7.2 设 {a,} 是 度量 空间 M 的 一 个 点 序列 . 如 果 对 于 任 
意 给 定 的 正 数 e, 总 是 可 找到 正 整 数 N(e) ,使 得 只 要 i,7>>N(e) 就 
有 

pl(aisaj) ~ 8， 

则 称 {a.} 是 一 个 Cauchy 序列 . 

定义 7.3 石 在 度量 空间 M 中 每 一 个 Cauchy 序列 都 是 收敛 
的 , 则 称 M 是 完备 的 . 如果 连通 的 Finsler 流 形 M 关于 从 Finsler 
度量 诱导 的 距离 晒 数 成 为 完备 的 度量 空间 , 则 称 M 是 完备 的 
Finsler 流 形 . 

根据 收敛 序列 的 Cauchy 判别 准则 , 欧 氏 空间 R” 自然 是 完备 
的 度量 空间 ,也 可 以 看 作 完备 的 黎 曼 流 形 ( 或 Finsler 流 形 ). 但 是 
R” 不 古 素 致 的 ,因此 从 几何 的 观点 看 , 紧 致 性 并 不 是 最 适宜 的 条 
件 . 对 Finsler 流 形 的 整体 研究 ,完备 性 这 个 条 件 被 认为 是 最 合适 
的 . 

定理 7. 2(Hopf-Rinow) 设 M 是 连通 的 Finsler 流 形 , 则 下 
面 三 个 条 件 是 彼此 等 价 的 : 

(1) M 是 完备 的 ， 

(2) M 上 任意 一 条 测 地 线 可 以 无 限 延 长 ; 

(3) 每 个 财 的 有 界 子 集 必 是 紧 致 的 . 

证 明 (1)=>(2). 假 定 M 有 一 条 从 点 p 出 发 的 测 地 线 7Y 不 能 
册 延 长 ,其 长 度 世 是 有 限 的 , 则 它 可 以 表 成 p(t) ,0 志 z 二 1, 而 且 极 
限 limp(z) 不 存在 (实际 上 , 若 极 限 limp (1) =4g 存在 , 命 p(1)=g， 
则 得 到 测 地 线段 (4) ,0<z 过 1; 然 而 测 地 线 眉 总 是 可 以 从 端点 向 
外 延伸 ,这 与 假定 相 矛 盾 ). 任 取 一 个 单调 递增 数列 名 ,0<&t 过 1， 
是 Pr 1 (一 00). 傅 a 二 p20) ,k= 二 1,2,…, 则 


Dj platsaen) < 1L; (7. 18) 
b=1 


因此 对 任意 给 定 的 se 之 0, 存 在 正 整数 六 , 当 ?z>/>N 时 总 是 有 
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ST pca, ,dh41) 之 6， 
所 以 
plaiyan) EE. (7.19) 

这 说 明 {ai} 是 Cauchy 序列 .因为 M 的 完备 性 ,故人 存在 一 点 4E AM 
使 limas 一 9. 显然 ,点 g 与 序列 {4) 的 选取 无 关 , 所 以 limp(t) =9, 
这 是 一 个 矛盾 . 故 M 上 任意 一 条 测 地 线 必 能 无 限 延 长 . 

(2) 二 (3). 假定 M 上 任意 一 条 测 地 线 都 可 以 无 限 延 长 ,因此 
M 上 没有 有 限 长 度 的 射线 . 根据 定理 7.1,M 上 任意 两 点 都 可 以 
用 线段 连结 . 设 S 是 M 的 一 个 有 界 无 穷 子 集 . 故 有 一 点 aEAM 及 
正 数 天 ,使 S$ 包含 在 以 a 为 中 心 .以 天 为 半径 的 开 球 内 . 在 S 中 了 到 
一 个 无 穷 序 列 (ze) ,使 其 中 的 点 两 两 不 同 .因为 ec(a,ze) 扫 天， 
(okGa,zt)} 是 有 乔 无 穷 数列 , 故 必 有 收 合子 序列 . 不妨 设 该 数列 本 
导 就 是 收敛 的 ,于 是 可 命 

limnC(ayze) = /< K. 

用 线段 dk 连结 a ,ZXh; 设 UR 是 Uh 在 点 人 的 单位 切 天 量 , 则 UE 落 
在 Ts(M) 中 以 原点 为 中 心 的 单位 Finsler 球面 上 . 由 单位 球面 的 
友 致 性 ,不 妨 设 {vi} 在 这 个 单位 球面 上 收敛 于 v. 从 点 & 出 发 沿 切 
方向 " 作 测 地 线 XY; 因 7 可 无 限 延 长 ,所 以 在 Y 上 可 以 取 一 点 zo， 
使 7 在 a,zo 之 间 的 长 度 为 7. 线段 ax 是 从 a 出 发 .与 vs 相 切 并 且 
长 度 为 pla,zxi) 的 测 地 线 . 由 于 测 地 线 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ， 
故 limzx 一 zo, 这 说 明 zo 是 5 的 一 个 极限 点 . 如果 S 是 闭 的 , 则 zx。 
ES. 因 此 ,M 的 每 一 个 闭 的 有 界 无 穷 子 集 有 属于 该 子 集 的 极限 
点 , 故 该 子 集 是 紧 致 的 . 

(3) 二 (1). 实际 上 ,如 果 {a,) 是 Cauchy 序列 , 则 {a。) 必 是 有 男 
集 . 由 条 件 (3) ,该 点 集 的 闭 包 是 紧 致 的 , 故 存在 收敛 子 序列 {a ) 
和 点 aoEM, 使 得 4, 一 ao(k 一 oo). 因为 

[plas»a0) 一 C(anyao) | SS pa ,an), 
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故 {o(ayao)} 是 Cauchy 序列 . 因此 
limp(a, ,ao) 一 limp la, ,ao) 一 0， 
即 lima, =av. 

注 记 1 上 述 定理 的 断言 (2) 等 价 于 : 在 任意 一 点 p€M, 指 
数 映 射 exps 在 整个 的 了 ,AM 上 有 定义 . 

注 记 2 前 面 已 经 指出 过 ,对 于 Finsler 从 pp"TM->SM,M 上 
的 测 地 线 在 反 癌 之 后 可 能 不 再 是 一 条 测 地 线 ., 因此 在 上 述 定理 用 
于 SM 时 无 限 可 延长 的 概念 必须 用 无 限 地 向 前 可 延长 性 来 替代 . 
对 于 测 地 线 的 这 个 微妙 特性 ,可见 参考 文献 [2]. 

系 1 在 完备 的 Finsler 流 形 上 ,任意 两 点 可 用 最 短 测 地 线 连 
结 . 

证 明 振 为 在 完备 的 Finsler 流 形 上 测 地 线 能 无 限 延 长 ,所 以 
不 能 有 有 限 长 度 的 射线 . 根据 定理 7. 1 ,任意 两 点 可 用 线段 连结 ， 
即 可 用 最 短 测 地 线 连 结 . 

系 2 紧 致 的 连通 Finsler 流 形 是 完备 的 . 

证 明 因为 在 紧 致 的 度量 空间 中 任意 的 无 穷 子 集 都 有 极限 
点 ,根据 定理 7.2, 它 是 完备 的 . 

定义 7.4 设 M 是 连通 的 Finsler 流 形 ; 如 果 M 不 能 是 另 一 
个 连通 Finsler 流 形 的 真 开 子 流 形 , 则 称 M 是 不 可 延 拓 的 . 

定理 7.3 完备 的 Finsler 流 形 是 不 可 延 拓 的 . 

证 明 设 M 是 完备 的 Finsler 流 形 . 若 M 是 连通 的 Finsler 
流 形 M 的 真 开 子 流 形 , 则 可 取 边 界 点 ZE (M1' 一 M) 站 MM. 根据 引 
理 3, 存 在 点 p 在 M' 中 的 e- 球 开 邻 域 U, 使 得 U 中 任意 一 点 都 可 
以 用 M 中 的 线段 与 p 连结 . 因 pE€ M, 故 有 gE€ MNU. 线段 gp 在 
AM 中 的 部 分 是 一 条 从 gq 出 发 的 射线 , 它 的 长 度 志 pl(p,g), 这 与 M 
的 完备 性 相抵 触 . 所 以 M 是 不 可 延 拓 的 . 

但 是 完备 性 的 限制 确实 比 不 可 延 拓 性 更 强 . 例如 : EF: 一 {0} 的 
通用 履 盗 流 形 I 是 一 个 连通 的 黎 曼 流 形 , 它 是 不 可 延 拓 的 ,然而 
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它 却 不 是 完备 的 . 

在 荆 中 取 坐 标 系 (p,0) ,0<p<< 十 ce, 一 cc<0<< 十 ce, 黎 曼 度 
量 是 

ds: = dp 十 pd0:; 
设 覆盖 喘 射 是 rx: I->E’ 一 {0}) ,使 得 
XxX(pP,0) = (peos ,psing). 
那么 x 在 局 部 上 是 保持 歼 曼 度量 的 . 若 黎 曼 流 形 能 延 柄 , 则 必 
定 把 o==0 的 点 加 进去 ;但 是 这 样 得 到 的 不 再 是 二 维 黎 曼 流 形 了 . 
显然 立 不 是 完备 的 ,因为 也 中 两 点 
(20) = (1,0), (Pp2,02) = (1 ,7) 

之 则 的 距离 是 2, 但 是 不 能 用 立 中 的 线段 连结 . 


$8 ”Bonnet-Myers 定理 和 Synge 定理 


在 黎 曼 几何 中 这 两 个 经 典 的 定理 是 弧 长 第 二 变 分 公式 在 大 范 
围 微 分 几何 中 的 重要 应 用 , 极 好 地 显示 了 曲率 和 拓扑 之 间 的 紧密 
联系 . 我 们 将 会 看 到 ,利用 Chern 联络 ,这 两 个 定理 在 Finsler 情形 
也 是 成 立 的 . 

设 工 是 TM 中 任意 一 个 矢量 ,oo 一 元 是 沿 了 的 单位 矢 
景 . 构 作 Gr- 单位 正 交 切 {ej}),i 二 ] ,*** , 72. 在 点 力 洛 方 回 Cm 的 
Ricci 曲率 由 8 4.2 的 (4, 39) 式 定义 ,我 们 有 

定理 8. 1(Bonnet-Myers) 设 M 是 一 个 完备 的 连通 Finsler 
流 形 . 如 果 对 于 所 有 的 点 pEM 沿 TbM 中 任意 一 个 方向 的 Ricci 
曲率 有 正 的 下 界 : 

Ric, 之 访 0， 

则 

(1) M 是 紧 致 的 ,其 直径 入 rr; 


(2) 基本 群 mCM) 是 有 限 的 . 
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在 证 明 该 定理 之 前 ,我 们 先 用 嵌入 在 R 中 的 .具有 诱导 度量 
的 .半径 为 > 的 球面 5S7 作为 例子 进行 解释 . 对 于 任意 一 个 度量 空 
间 M, 其 直径 定义 为 

diam M 和 sup{p(p,9);p,9 € M}, (8.1) 

其 中 po 是 距离 肖 数 . 对 于 半径 为 ~ 的 球面 $ ,Ricci 曲率 契 Ricys 一 
1/r2? ,直径 是 mr. 显然 S: 是 单 连通 的 完备 黎 曼 流 形 . 因 而 它 的 基本 
群 x1(S) 二 1, 是 有 限 的 . 

我 们 用 这 个 例子 给 出 一 个 重要 的 事实 , 它 在 定理 8. 1 的 证 明 
中 是 有 用 的 , 即 : 如 果 c<>rrr>0, 则 存在 光滑 困 数 f: [0,aj 一 R 
使 得 .F(o) = Fe) 一 0, 并 且 


站 (党 ) 一 专 j 几 < C8. 2) 


dt 六 
事实 上 ,在 半径 为 r 的 球面 上 考虑 长 度 为 a、 速 率 为 1 的 测 地 线 
ol(t), 且 a 之 xr. 设 el,ez 是 沿 ao 平行 的 单位 正 交 标 淋 场 ,es 二 了 T. 这 
条 测 地 线 包 含 了 oC(0) 的 共 轧 点 oCxr). 因此 ,根据 36 的 引 理 4, 存 
在 沿 o 的 矢量 场 WG) 与 es 正 交 ,满足 W(0)= 二 W(a)= 二 0, 并 且 使 
得 I(W,W) 二 0. 寿 记 WL) 二 f(t)ei,; 则 (0)==f(a)==0; 由 于 
I(W,W) 二 0, 加 上 =1 和 ei 沿 o 的 平行 性 , 则 由 (6.13) 式 得 到 


rw,w) =| (|( 漂 ) 一 去 ja <0. C8. 3) 


定理 8. 1 的 证 明 (1) 设 p,g 是 M 中 任意 两 点 .根据 Hopf- 
Rinow 定理 (定理 7. 2) 的 系 1, 存 在 一 条 最 短 测 地 线 连 结 p 和 gq. 
不 妨 假定 它 是 速率 为 1 的 测 地 线 , 记 为 7Y: [0,a] 一 M,7(0) 一 户 ， 
7Y(a) 一 g. 那么 p(p,g)==L(7Y)==a. 我 们 要 证 明 a 声 xr. 若 设 <c> 
r7， 则 根据 上 面 的 讨论 ,存在 一 个 光滑 函数 f: [0,a] 一 R, 使 得 
f(0) = f(a) =0, 并 且 满 足 (8.2) 式 . 构 作 沿 7() 平 行 的 .Gr- 单 
位 正 交 标 架 场 e;,i 二 1,… ,m ,使 得 e, 二 T., Chern 联络 的 几乎 与 度 
量 相 容 性 保证 了 这 样 的 标 架 场 的 存在 性 (参看 (3. 46) 式 后 面 的 讨 
论 ). 命 W(t) =Ft)esa 一 1 和 一 1. 则 W (00) 王 到 Ce) 一 0. 根 
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据 (6. 13) 和 (4 39) 式 ,我 们 有 


FW WD = = (ma 一 | {这} 一 疡 . Ric(e,) Jdt 


(8. 4) 
根据 假设 ,Ric (ew) 宇 1/r” ,因此 由 (8.2) 式 得 到 


m—1 a 2 
SOW We) < Cm 一 D| 必 [有 | 一 fd < 0. (8. 5) 
a 二 1] 0 


于 是 , 必 有 某 个 a 使 得 TC(W。,W。) 二 0. 由 构造 方式 可 知 ,这 个 多 
与 em 一 了 是 Gr- 正 交 的 , 且 满 足 W。(0)=W,(a) 二 0. 因此 , 它 是 测 
地 线 7 的 有 固定 端点 的 变 分 场 . 由 (6. 18) 式 得 到 
L"(0) = I(W,,W.) = 0. 

因此 ,> 不 是 连结 p 和 9g 的 最 短 测 地 线 . 这 是 一 个 矛盾 ,由 此 必 有 a 
委 rr. 既然 p,g 是 任意 的 ,所 以 diam M 志 nr. 根据 假设 ,M 是 完备 
的 ;M 是 它 自 喘 的 闭 子 集 .我们 刚才 已 证 明 M 是 有 界 的 . 由 Hopf- 
Rinow 定理 的 断言 (3) 得 知 M 是 紧 致 的 . 

(2) 设 好 是 M 的 通用 履 盖 空间 ,覆盖 投影 是 x: 衣 一 M, 在 放 
上 的 诱导 Finsler 结构 是 M 二 x* .因为 投影 x 是 局 部 等 距 , 故 放 
也 满足 定理 中 M 所 满足 的 条 件 . 根据 定理 的 (1) ,好 是 紧 致 的 , 因 
此 ,r: M-~M 必定 是 有 限 覆 盖 . 因为 M 是 连通 的 ,以 不 同 的 点 p 
为 基点 的 基本 群 x(M,p) 是 同 构 的 .最 后 ,因为 M 是 单 连通 的 ,在 
m(M,p) 和 离散 的 有 限 集 x"1(p) 之 间 存 在 1-1 对 应 . 因而 zm CM) 
是 有 限 群 . 

定理 8.2(Synge) 如 果 M 是 紧 致 可 定 回 的 偶数 维 Finsler 
流 形 ,有 正 的 旗 曲 率 , 则 M 是 单 连通 的 . 

为 证 明 这 个 定理 ,需要 下 列 引 理 . 

5| 理 1 在 一 个 紧 致 的 连通 Finsler 流 形 M 中 ,每 一 个 环 路 的 
目 由 间 伦 类 必 含 有 一 条 最 短 的 闭 测 地 线 . 

证 明 假定 x,(M) 关 1. 如 同 定理 8. 1 中 (2) 的 证 明 , 引 入 M 
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的 通用 覆盖 空间 好 ,覆盖 投影 为 x; M 一 M ,诱导 的 Finsler 结构 为 
六 一 zx, 则 是 局 部 等 距 . 因为 M 是 紧 致 的 ,根据 定理 7. 2 的 系 
2 , 它 必 是 完备 的 . 这 样 , i 邓 也 是 完备 的 .对 于 PE M, 命 r(p) 一 
(3 ,3 ;我 们 要 在 对 中 寻求 一 条 最 短 测 地 线 连结 FP 和 方 ， 
?天 1 ,使 得 
Pp(P1,br) = nt p(B) 一 4 一 0 

这 样 的 一 条 测 地 线 在 x 下 映 为 M 中 的 最 短 闭 测 地 线 . 设 {8, } 是 
-1(p) 中 的 一 个 点 列 , 使 得 p(B1,5,) 一 4 这样 一 个 点 列 显然 是 有 


界 的 . 按照 Hopf-Rinow 定理 (定理 7. 2) 中 (2) 之 (3) 的 证 明 ,M 的 
完备 性 蕴含 着 {8, } 有 极限 点 5. 根据 x 的 连续 性 ,SE x-1(p). 因 
此 有 某 个 n 宇 2 使 得 $=P,, 且 p(B1,F.) 二 4 所 求 的 曲线 7 就 是 
连结 P,P 的 最 短 测 地 线 ; 根 据 Hopf-Rinow 定理 (定理 7.2) 的 系 
1, 由 放 的 完备 性 得 知 这 样 的 测 地 线 必 是 存在 的 . 

现在 已 经 为 证 明 Synge 定理 作 好 了 准备 . 

定理 8. 2 的 证 明 ”假设 有 一 个 非 平凡 元 素 aE x(M), 即 a 不 
同 伦 于 零 . 则 根据 上 面 的 引 理 ,e 包含 一 条 最 短 的 闭 测 地 线 . 假设 
它 的 速率 是 1 ,并 记 为 c() ,0 二 t 志 工 ,其 中 工 是 它 的 长 度 .用 
| P: T,M—>T,M 
表示 从 c(0) 一 户 出 发 .围绕 c 一 次 、 关 于 Chern 联络 的 平行 移动 . 
由 于 Chern 联络 的 几乎 与 度量 相 容 性 ,P 保持 Cr- 长 度 和 G7- 角 
度 . 因而 P 是 保持 定 癌 的 等 距 映 射 . 用 % 表示 工 在 TM 中 的 
Gr- 正 交 补 空间 .已 假定 M 是 偶数 维 的 , 则 %” 是 奇数 维 的 . 用 Q， 
YY 一 WY 表示 PP 在 YY 上 的 限制 .Q 也 是 保定 向 的 , 故 它 作 为 % 
上 的 正 交 变换 ,其 行列 式 必 为 1. 既然 Q 的 特征 多 项 式 的 系数 是 实 
数 , 复 特征 值 必定 是 作为 共 轿 复数 成 对 出 现 , 于 是 必 有 奇数 个 实 特 
征 值 ,并且 它 们 的 乘积 是 正 数 . 因此 ,至 少 有 一 个 实 特征 值 为 正 数 . 
因为 Q@ 是 Gr- 保 长 的 , 它 的 所 有 特征 值 的 模 必 为 1. 于 是 ,上 面 所 
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认定 的 正 特征 值 必定 是 1. 因此 ,存在 一 个 单位 矢量 CC ET AM, 已 
与 了 是 Gr- 正 交 的 ,并 且 在 书 的 作用 下 保持 不 变 . 
将 Ul 沿 最 短 闭 测 地 线 go 平行 移 动产 生 了 6o 的 一 个 变 分 场 
Uj,() ,0 过 t 志 LL, 满足 DrU =0, 且 沿 c 有 
GrlU GD) CD) = 1. 
从 (6. 18) 式 ( 即 L”"(0)),(6. 13) 式 (指标 形式 ) 和 (4. 38) 式 ( 族 曲 
率 ) 得 到 


L 
Fw(0) 一 一 | KT',U dr. 
0 


根据 定理 的 假设 ,M 的 旗 曲 率 以 正 数 c 为 下 界 . 于 是 

L"(0) 二 一 cL 二 0. 
这 表明 o 不 可 能 是 一 条 最 短 测 地 线 , 这 与 o 的 取 法 相 了 矛盾 . 由 此 可 
见 , 在 定理 的 证 明 开 始 时 假设 存在 一 个 非 平凡 的 a€ x1(M) 必 定 是 
不 真实 的 .因此 M 是 单 连通 的 . 


附录 一 ” 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 曲面 
陈 省 身 


这 篇 文章 论述 了 整体 微分 几何 中 一 些 最 基本 的 定理 ,它们 有 
希望 在 将 来 有 进一步 的 发 展 . 我 们 将 考虑 最 简单 的 情况 ,在 这 些 情 
况 中 ,几何 意义 是 最 清楚 的 . 


1. 切线 回转 定理 


设 E 是 定 问 的 欧 氏 平面 , 故 旋 转 的 方向 有 确切 的 意义 ,一 条 
光滑 曲线 可 以 表示 为 它 的 定位 矢量 X= (zi,zz) 作 为 它 的 弧 长 
的 函数 ,我 们 假设 郴 数 X(s) BB wiCs) 和 zz(s) 是 两 次 连续 
可 微 的 , 且 矢 量 X'(s) 恒 不 为 零 . 后 一 假设 保证 曲线 上 每 一 点 有 单 
位 切 矢量 e1(s), 它 是 沿 X'(s) 方 向 的 单位 矢量 .并且 , 因 玉 是 定向 
的 ,将 ei(s) 正 旋 x/2 就 得 到 单位 法 矢量 es(s). Frenet 公式 给 出 
久 (s) ,el1(s) ,ezls) 之 间 的 联系 ， 

0, ce 一 es， ce 一 一 ke (1) 

了 消 数 &(s) 称 为 曲率 ,k(s) 可 正 可 负 , 车 改变 曲线 或 平面 的 方向 时 ， 
则 改变 符号 . 

曲线 C 称 为 闭 的 ,如 果 X(s) 是 周期 工 的 周期 函数 ,其 中 也 是 


@ 原文 刊登 在 Stwdies in Global Geometry and Analysis (edited by S$. S$. Chern), 
Mathematical Association of America (1967)，16 一 56. 也 可 查看 新 版 本 Global 
Differential Geometry (edited by S. S. Chern), MAA(1989), 99~139. 本 附录 由 田 暑 
译 出 . 
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曲线 C 的 长 度 . 曲线 称 为 简单 的 ,如 果 当 0 过 si 一 5; 过 LL 时 , 必 有 
从 (31 ) 天 失 (57). 
曲线 称 为 凸 的 ,如 果 曲 线 在 它 的 每 一 条 切线 的 一 旁 . 

设 C 是 长 为 的 定 同 闭 曲线 ,其 定位 矢量 表示 为 它 的 弧 长 的 
孙 数 X(s).O 是 平面 上 固定 的 一 点 , 取 作 为 坐标 系 的 原点 , 厂 表示 
以 O 为 中 心 的 单位 圆 . 我 们 把 切 映 射 

CC 一 下 
定义 为 : 将 曲线 C 上 的 一 点 书 映 到 以 O 为 起 点 的 .平行 于 曲线 在 
P 扣 的 切 问 的 单位 矢量 的 终点 . 显然 ,T 是 连续 映射 . 在 直观 上 很 
清楚 , 当 一 点 绕 C 一 周 时 , 它 的 像 绕 研 可 能 好 几 圈 .这 个 圈 数 称 为 
C 的 回转 指数 . 切线 回转 定理 断言 , 若 C 是 简单 的 , 则 它 的 旋转 指 
数 是 士 1. 现在 我 们 给 旋转 指数 以 严格 的 定义 . 

选 定 以 O 为 起 点 的 一 个 矢量 OX ,并 用 r(s) 表 示 OX 到 矢量 

e1(s) 的 角 , 且 假 设 
0 < rT(s) < 2r， 
于 是 rG) 唯 一 确定 . 然而 ,r(s) 是 不 连续 的 . 因为 在 使 rso)==0 的 
% 的 每 一 个 邻 域 里 可 以 有 r(s) 的 一 些 值 与 2x 相差 一 个 任意 小 的 
车 . 但 是 ,如 下 列 引 理 所 示 的 与 r(*) 密 切 关 联 的 一 个 连续 函数 
tl(s) 总 是 存在 的 . 
5| 理 存在 一 个 连续 函数 (se) ,使 
rs) 三 rt(s) (mod 2x)., 

证 明 为 证 明 这 一 引 理 ,首先 考察 映射 工 , 它 是 连续 的 ,也 是 
一 致 连续 的 . 所 以 , 必 有 数 6 汪 0, 使 得 当 |s 一 s, | 二 6 时 ,Ts,) 和 和 
(ss) 在 同一 开 半 平面 内 ， 由 对 5) 所 要 求 的 芭 件 ， 奉 rt(s1) 已 知 ， 
则 (ss) 完 全 决定 . 我 们 用 点 

0 一 So<5S <，… 和 < 一 区 
分 区 间 0 委 * 声 工 ,并 使 
[ss — si| 6, i=1,.,m. 
为 规定 (3), 傅 (5s0)==T(so0), 则 C5) 在 子 区 间 s, 才 s 志 ss, 上 完 
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全 确定 ,特别 在 si 的 值 确定 , 它 又 决定 了 rl(s) 在 第 二 个 子 区 间 上 
的 值 ,等 等 . 显然 ,如 此 决定 的 函数 t(s) 满 足 引 理 的 条 件 . 

差 (1L) 一 5(0) 是 2x 的 整数 倍 , 设 为 y。2rx. 现在 证 明 , 整 数 7 
不 依赖 于 函数 5G) 的 选择 . 事实 上 , 设 5'(s) 是 满足 相同 条 件 的 隔 
数 , 则 有 

T'(s) — Tt(s) = n(s) * 27, 
其 中 ”Cs) 是 整数 ,因为 2(*) 是 连续 的 , 它 必 为 常数 ,从 而 得 到 
FT 7 (7) 一 TI (0) = Tt(L) ~— (0). 
这 就 证 明了 7 不 依赖 于 z(s) 的 选择 ,我 们 将 7 定义 为 曲线 C 的 回 
转 指 数 . 

定理 ”简单 闭 曲 线 的 回转 指数 为 土 1. 

证 明 为 证 明 这 个 定理 ,我 们 考虑 映射 , 它 把 C 的 有 序 点 对 
久 (s1) ; 久 (s;) 《0 声 51 过 5, 忆 工 ) 瞎 到 以 O 为 起 点 而 平行 于 由 XX(s1) 
到 X(s:) 的 割 线 的 单位 矢量 的 终点 . 这 些 有 序 点 对 能 够 被 表示 为 
在 (si ys) 平面 中 由 0 和 5 委 S 生 了 所 决定 的 一 个 三 角形 入. 人 到 呈 
的 映射 王 是 连续 的 . 我 们 也 注意 到 , 它 限 制 在 边 % =sz 上 就 是 切 映 
射 工 . 

对 任意 一 点 p€E 人 入 , 命 zr(p) 表 示 OX 到 OZ5(p) 的 角 , 且 使 0 委 
r(p) 二 2x. 这 个 函数 也 未 必 连 续 . 然而 ,我 们 将 证 明 , 契 在 连续 薄 
数 t(p),pEA 八 ;使 

tT(p) = rt(p) (mod 27). 

事实 上 , 设 m 是 人 和信 的 内 点 ,我 们 用 经 过 m 的 半径 覆盖 人 .由 在 
前 面 的 引 理 的 证 明 中 所 用 的 办 法 ,我 们 能 够 确定 一 个 泪 数 tT(p),p 
EA 人 ,使 ti(p) 寺 zr(p) (mod 27), 且 使 它 沿 每 一 个 过 mm 的 半径 都 
是 连续 的 . 剩 下 来 要 证 明 的 是 它 在 A 中 是 连续 的 . 为 此 , 设 po 是 入 
的 一 点 ,因为 是 连续 的 ,由 线段 mp。 的 紧 致 性 得 到 , 必 存 在 一 个 
数 7 一 7(zpo) 盖 0, 使 得 ,对 qoE mpo, 以 及 对 使 距离 dg,qo)<7 的 任 
一 点 9EA, 点 3(9) 和 3(qo) 不 是 对 径 点 ,这 后 一 条 件 等 价 于 关 

系 : 
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tr(q) 一 TI(qo) 天 0 (mod 7). (2) 
现 给 定 s, 0<s<r/2, 我 们 选取 po 的 一 个 邻 域 U, 使 U 被 包含 在 
po 的 7 邻 域 内 ,并 使 得 ,对 EU,OE(Cp 和 OZ(Cp) 之 间 的 夹 角 小 
于 e. 这 是 可 能 的 ,因为 映射 是 连续 的 ,最 后 的 条 件 可 表示 为 
tT(p)— tpo) = ec 2k(p)rn, 18 < e, (3) 
其 中 有 (p) 是 整数 . 设 g 是 线段 mp。 上 的 任意 一 点 , 作 平 行 于 pop 
的 线段 goq, 且 使 g 在 mp 上. 沿 mp,zt(g) 一 i(go) 是 a 的 连续 函数 ， 
且 当 9 与 mm 一 致 时 函数 值 为 零 , 因 d(g,go) 小 于 7, 由 方程 (2) 得 到 
|t(g) — zt(go) | < 之 x. 
特别 ,对 Go 一 po， 
[tT(p)— (po)| < 
将 这 一 结果 与 方程 (3) 联 系 起 来 ,我 们 得 到 
k(p) = 0， 
这 就 证 明了 tr(p) 在 入 中 是 连续 的 . 因 TT(p) 志 tr(p) (mod 27), 窑 
易 看 出 zr(p) 是 可 微分 的 . 
现在 设 A(0,0),B(0,L) 和 D(L,LL) 是 八 的 顶点 ,C 的 旋转 指 
数 由 下 列 线 积 分 所 决定 : 


2n7 =| dz, 
AD 


因为 i(p) 在 八 内 有 定义 ,所 以 


| dr= | 4 十 | ds. 
为 计算 右 端 的 线 积分 的 值 ,我 们 选取 适当 的 坐标 系 . 不 妨 假设 
XX(0) 是 C 的 “最 低 点 ”, 即 纵 坐 标 为 极 小 值 的 点 , 且 选 X(0) 作 为 
坐标 原点 .于 是 C 在 0 的 切 和 天 量 是 水 平 的 ,并 把 它 规定 为 OX 的 
方 同 . 这 样 ,曲线 C 就 处 于 以 OX 轴 为 界 的 上 半 平 面 内 , 且 线 积分 


dt 
就 等 于 当 卫 沿 C 运行 一 周 时 OP 旋转 的 角度 . 因为 OP 永 不 指向 
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就 等 于 当 书 沿 C 绕 行 一 周 时 , PO 旋转 的 角度 ,其 值 也 是 ex. 因 
此 ,这 两 个 积分 的 和 为 2er, 所 以 曲线 C 的 回转 指数 为 土 1, 这 就 完 
成 了 和 定理 的 证 明 ， 

我 们 还 能 够 用 一 个 积分 公式 来 定义 回转 指数 .事实 上 ,利用 在 
引 理 中 的 函数 z(s) ,我 们 可 把 曲线 的 单位 切 矢 量 和 单位 法 矢量 的 
分 量 表示 如 下 : 

el = (cos T (s),sint (s)), 
ce 二 (— sint (s),cos Tt (s)). 
这 就 得 到 
dt (s) = del。ey = kd;s, 
从 这 个 方程 ,我 们 导出 以 下 关于 回转 指数 的 积分 公式 : 
2n7 -一 | ads (4) 


这 一 公式 对 闭 曲 线 成 立 , 并 不 要 求 曲 线 是 简单 的 . 
图 15 给 出 一 个 例子 , 它 是 回转 指数 为 等 的 一 条 财 曲 线 . 


色 15 


在 微分 几何 中 有 许多 有 趣 的 定理 对 较 一 般 的 一 类 曲线 , 即 所 
谓 分 段 光滑 的 曲线 也 成 立 . 这 样 的 曲线 是 由 有 限 段 光滑 弧 
4o4，44，…，4，4，。 
所 构成 的 ,而 通过 公共 顶点 4;,i 二 1,…,m 一 1 的 两 段 弧 的 切线 可 
以 是 不 同 的 . 曲线 称 为 闭 的 ,如 果 4 一 4 分 段 光滑 闭 曲线 的 一 个 
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最 简单 的 例子 就 是 直线 多 边 形 . 

回转 指数 的 概念 和 切线 回转 定理 都 能 推广 到 分 段 光 滑 闭 曲 
线 . 现 不 加 证 明 将 结果 简 述 如 下 . 设 si=1,…,m) 是 从 点 4。 到 
4; 的 弧 长 , 故 = 区 就 是 曲线 的 长 . 并 设 曲 线 已 被 定向 , 则 切 映射 
在 除 4; 以 外 的 所 有 点 都 有 定义 .在 顶点 4, 有 两 个 单位 矢量 分 别 
切 于 hi_14; 和 4;4; (规定 4w+1 二 A1). 它们 在 全 上 的 对 应 点 分 
列 用 7T (4) 和 了 (4) 表 示 . 设 9; 是 从 T-(4;) 到 T+(4;) 的 角 ， 
且 一 r<o<r. 简 言 之 ,wo; 是 在 点 4; 处 从 弧 4,_14; 的 切线 到 弧 
AiAi+1 的 切线 的 转角 . 对 每 一 段 弧 4 4, ,都 能 定义 一 个 连续 函数 
ti《s), 它 是 由 OX 到 在 X(C) 的 切 矢 量 的 角 . 由 方程 


GD — tis J + Dp (5) 


决定 的 数 7 是 一 个 整数 ， 称 为 曲线 的 回转 指数 . 这 时 关于 切线 回转 
定理 也 成 立 . 

定理 ”者 一 分 段 光 滑 的 闭 曲线 是 简单 的 ， 下 它 采 国 转 指数 生 
于 土 1. 

作为 切线 回转 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 给 出 下 面 关 于 简单 闭 凸 


”曲线 的 特征 ， 


附注 一 条 简单 闭 曲线 是 凸 的 ,必须 且 只 需 它 可 以 取 适 当 的 
定 回 使 它 的 曲率 之 0， 

月 爷 指 出 ,者 曲线 不 是 简单 的 , 则 定理 不 成 立 . 事实 上 ,图 16 
给 出 一 条 非 凸 的 曲线 ,其 曲率 4 之 0. 


| 色 16 


证 明 ”对 证 明 这 一 定理 ,我 们 构 作 函数 5(s), 故 二 di/ds. 条 
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件 £ 宇 0 就 等 价 于 说 fs) 是 单调 不 减 的 函数 . 因为 C 是 简单 的 ,我 
们 能 够 假设 Cs) (0 委 * 委 元 ) 由 0 增加 到 2x. 因此 , 若 在 XX(si) 和 
叉 (ss) (0 有 5 <s<ZL) 的 切线 有 相同 的 指向 , 则 C 从 XX(si) 到 
X(ss) 的 弧 是 一 直线 段 , 它 们 在 各 点 的 切线 一 致 . 

假定 E(s) (0 委 * 委 志 ) 是 单调 不 减 的 ,而 C 是 非 凸 的 , 则 在 C 
上 有 一 点 4=X(so) ,使 得 C 在 4 的 切线 上 的 两 旁 都 有 C 的 点 . 选 
定 t 的 正 侧 , 并 考虑 从 C 上 的 任 一 点 X(C) 到 上 的 有 向 垂直 距离 . 这 
是 一 个 * 的 连续 函数 ,并 假定 它 在 曲线 C 上 的 点 M 入 分 别 达 
到 极 大 和 极 小 值 . 显然 ,M 和 都 不 在 :上 ,但 C 在 M 和 NN 的 切 
线 都 平行 于 z. 因此 ,这 两 条 切线 和 :这 三 者 之 中 必 有 两 条 有 相同 
的 指向 ;由 前 一 段 的 讨论 ,这 是 不 可 能 的 . 

其 次 ,假设 C 是 凸 的 . 为 证 明 z(s) 是 单调 的 ,我 们 假设 

T(3S1) = TS)， $1 < 32) 

则 曲线 在 XX(s1) 和 XX(s;) 的 切线 有 相同 的 指向 .但 是 ,又 有 一 切线 
与 它们 平行 而 指向 相反 . 由 C 的 凸 性 ,前 面 这 两 条 切线 必 重 合 . 

因此 ,我 们 考虑 与 C 相 切 于 两 个 不 同 的 点 4 和 B 的 直线 t. 现 
说 明 线 段 4B 必 为 C 的 一 部 分 .事实 上 , 奉 非 如 此 , 设 万 是 4 上 
的 一 点 但 不 在 C 上 ,过 D 作 垂 直 于 上 的 但 在 包含 C 的 半 平 面 内 的 
直线 x. 则 zx 与 C 相交 至 少 两 点 . 在 这 些 交 点 之 中 , 设 F 是 距离 1 
最 远 的 ,而 G 是 距离 上 最 近 的 , 故 FG. 则 G 是 三 角形 4BF 的 一 
个 内 点 .C 在 G 的 切线 的 两 边 都 有 C 的 点 ,这 与 C 的 凸 性 矛盾 . 

由 此 可 见 , 在 上 一 段 的 假设 下 ,线段 4B 是 C 的 一 部 分 , 且 在 
4 和 B 的 切线 方 呵 相同 .这 就 证 明了 连接 闵 (s1) 和 XX(ss) 的 线段 属 
于 C. 后 者 就 强 润 了 7t(s) 在 区 间 ss 二 ss 中 保持 常数 .因此 ,本 
数 z(s) 是 单调 的 . 定理 证 毕 . 

定理 的 前 一 半 也 可 以 说 明 如 下 : 

附注 一 条 闭 曲线 若 家 (s) 宇 0, 且 其 旋转 指数 为 1, 则 必 是 凸 
的 . 

切线 回转 定理 实质 上 是 由 Riemann 发 现 的 . 以 上 的 证 明 是 由 
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H. Hopf 给 出 的 . ( 见 Compositio Matpexaatica，2(1935)，50 一 
62). 为 进一步 的 阅读 ,可 以 参看 : 

1. H. Whitney, “On regular closed curves in the plane”， 
Compositio Mathematica, 4(1937), 276~284. 

2. S. Smale, “Regular curves on a Riemannian manifold”, 
Transactions of the American Mathematical Society, 87 (1958 ) ， 
492~511. 

3. 5S. Smale, “A classification of immersions of the two- 
sphere”, Transactions of the American Mathematical Society, 90 
(1959), 281~290. 


2. 四 顶 操 定理 


大 于 平面 曲线 的 一 个 有 趣 的 定理 是 所 谓 的 “四 顶点 定理 ”. 定 
四 平面 曲线 的 顶点 指 的 是 使 曲率 有 相对 极 值 的 点 . 因为 构成 曲线 
的 点 集 是 紧 致 的 , 故 一 条 平面 闭 曲线 至 少 有 两 个 顶点 ,各 对 应 于 曲 
率 的 最 小 值 和 最 大 值 . 下 面 的 定理 断言 至 少 有 四 个 顶点 . 

定理 ”一 条 简单 的 闭 凸 曲线 至 少 有 四 个 顶点 . 

这 个 定理 由 Mukhopadhyaya 在 1909 年 首先 发 现 ;下 面 给 出 
的 证 明 是 G。Herglotz 的 工作 . 定理 的 结论 对 非 凸 曲线 也 对 ,但 是 
证 明 比 较 困 难 . 这 个 定理 的 结论 不 能 进一步 改进 ,因为 一 个 具有 不 
等 轴 的 椭圆 恰 有 四 个 顶点 ,就 是 它 与 对 称 轴 的 交点 

证 明 假设 曲线 C 仅 有 两 个 顶点 M 和 ,我 们 将 证 明 由 此 引 
出 于 盾 . 直 线 MN 不 会 与 C 相交 于 其 他 点 ;倘若 相交 于 Q 点 , 则 在 
M,N,Q 这 三 点 的 中 间 一 点 所 作曲 线 的 切线 必 包 含 另外 两 点 在 
内 . 由 上 一 节 的 证 明 ,线段 MN 必 为 曲线 C 的 一 部 分 ,这 就 得 到 在 
M 和 和 N 的 曲率 都 是 零 ,这 与 M 和 N 分 别 使 曲线 的 曲率 取 最 小 值 
和 最 大 值 了 矛盾 . 

我 们 用 0 和 so 分 别 表示 M 和 N 的 参数 ,并 取 MN 为 zx 轴 . 
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则 能 假设 
Zoo(3) < 0， 0 过 5s 之 $0， 
TX,(s) > 0， so 过 5 之 L， 


其 中 工 是 曲线 C 的 长 . 设 (zxi(s),xs(s)) 是 曲线 C 上 对 应 于 参数 s 


的 点 的 定位 矢量 , 则 其 单位 切 矢 量 和 单位 法 矢量 分 别 为 


el 一 (zyz)， er 一 (一 ZI)， 
其 中 “ ”表示 对 ; 的 微 商 . 由 Frenet 公式 
Ty 一 一 kx,， 1 一 kx, ， 
这 就 得 到 
L | 
| Azzds =— zxi| = 0. 
0 0 
左 问 的 积分 可 以 写成 下 列 和 式 : 


L 50 ) L 
| &z'ds 一 | kxids 十 | kr’ds. 
0 0 


50 


《6 ) 


对 上 式 右 庙 和 式 中 的 每 一 部 分 应 用 第 二 中 值 定 理 . 第 二 中 值 
定理 说 : 设 /zxz),g(Cz)(e 委 z 魏 六 是 z 的 两 个 函数 , 且 f(x) 和 


vb 去 6 
| f(r)g(r)dr = sco)| 三 (z)dxz 十 g (6)| flr)dz. 


因为 &(s) 在 区 间 0 委 :二 so。 和 区 间 so 才 ， 志 LL 中 都 是 单调 的 ,于 是 


得 到 
so ) 如 , 50 ) 
| kX,ds= | Xods 十 to) | azds 
一 XZ,(€1)(k(0) 一 下 (So))， 0 < 5 < 530， 
2 1/ “ / / 
| &zzds 一 to) Xods 十 4(Z) | Xods 
: -一 Xs(€,) (kso) TT k(0)), so < 5 忆 工 . 
由 于 上 两 式 左 端的 和 为 零 ,所 以 ， 


(zx, (é,) 一 TX,(€,)) (k(0) 一 k(so)) 一 0， 
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但 是 ， 
X2(€1) — zs(€,) O00, Ek(0)— klso) > 0， 
这 就 得 到 矛盾 . 

这 就 说 明 在 C 上 至 少 还 有 一 个 顶点 . 又 因为 取 相 对 极 值 的 点 
是 成 对 出 现 的 ,所 以 至 少 有 四 个 顶点 ,于 是 证 明了 定理 . 

在 顶点 的 玉 三 0. 因此, 我们 也 可 以 说 ,在 一 条 简单 的 闭 凸 曲 
线 上 至 少 有 四 个 点 使 得 ==0. 

四 项 点 定理 对 简单 的 闭 的 非 凸 平面 曲线 也 是 对 的 ;可 以 参看 : 

l. S. B. Jackson, “Vertices for plane curves”, Bulletin of 
Amercian Mathematical Socity, SO(1944), 564~578. 

2, L. Vietoris, “Ein einfacher Beweis des Vierscheitelsatzes 
der ebenen Kurven”, Archiv der Mathematik, 3(1952), 304~ 
306. 

为 了 进一步 的 研究 ,可 以 看 : 

l. P. Scherk, “The four-vertex theorem”, Proceedings of 
the First Canadian Mathematical Congress, Montreal (1945), 97 
人 102. 


3. 平面 曲线 的 等 周 不 等 式 


定理 具有 定 长 的 所 有 闭 的 简单 平面 曲线 中 , 圆 所 围 的 面积 
最 大 . 换言之 ,车工 是 简单 闭 曲 线 C 的 长 度 ,4 是 曲线 所 围 的 面 
积 , 则 

三 一 4r4 之 0， (7) 

且 等 号 成 立时 ,必须 C 为 圆周 . 

对 这 个 定理 已 有 许多 证 明 , 其 区 别 在 于 优美 的 程度 以 及 所 假 
设 的 条 件 ( 连 续 性 和 同性 ). 下 面 将 给 出 两 个 证 明 , 它 们 分 别 为 EE. 
Schmidt (1939) 和 A. Hurwitz (1902) 的 工作 ， 

Schmidt 的 证 明 将 C 围 在 与 C 分 别 相 切 于 己 和 Q 的 两 条 
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平行 直线 g 和 8 之 间 ( 图 17). 设 :=0,s 分 别 为 点 已 和 Q 的 参 
数 , 并 作 一 与 g 和 g' 分 别 切 于 P 和 QQ 的 圆 C, 设 其 半径 为 ,并 取 
它 的 中 心 为 坐标 系 的 原点 . 命 承 (5)= (x1(3) ,zz《5)) 为 C 的 定位 天 
量 . 故 

(XT1(0) ,X20)) = (zi) ,zx,(L)). 
C 的 定位 矢量 可 以 取 作 (zi(s) ,zsCs)) ,使 得 


TX1(s) 二 TX1(5), / 
| 一 人 天 一 2 人 6)，0 委 5 委 s， (8) 
Toz(35) 一 
十 r? — Xi(s), so 和 了 入 1. 
一 条 长 为 上 的 团 曲线 所 围 的 面积 可 以 表示 为 线 积 分 : 
L L 
A= | Zizods 一 一 | Xx2xids 
0 0 


”= 了 cz 一 za2Z] )ds. 
将 这 一 公式 分 别 应 用 到 C 和 C ,得 到 
A= | =zas， 
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4 = rr2 一 一 | zids 一 一 「 zzlds， 
有 和 表示 曲线 C 所 围 的 面积 ,将 上 面 两 式 相 加 得 到 
A 二 nr 一 「 ez 一 元 ?zi1)ds 


L 
<| (zizZ， 一 元 ?1 )2ds 

0 

tL f } 
<| (z; 十 zz:) Cr 十 zx, )ds 


L 
= | Vr + zds = Lr. 
0 


(9) 


因为 两 个 正 数 的 几何 平均 小 于 或 等 于 它们 的 算术 平均 ,所 以 


VAMVm EIUA+m) < 六 Zr 
两 边 平方 并 约 掉 + 就 得 到 不 等 式 (7). 


现在 假设 方程 (7) 中 等 号 成 立 ; 则 4 和 xxr: 的 几何 平均 与 算术 
平均 相等 ,所 以 4=zxr:, 了 一 2rr. 因为 直线 g 和 g!' 的 方向 是 任意 
的 ,这 就 说 明 C 在 所 有 的 方向 有 相同 的 宽度 . 此 外 ,在 方程 (9) 中 


| -— 1 2 一 1 2 
(Zi7zs 一 Za 六 一 (xz + T(r + x )， 


一 2 一 工 
Tl 一 并 V ZI 十 工 ? 
一 人 一 十 ii 一 二 a 
1 不 ] re 12 
Y ZI 十 Ts 


由 方程 (9) 的 第 一 个 等 式 可 以 看 出 其 比值 为 >, 即 


于 是 ， 


X| 一 7 ， Za 一 一 rx. 
当 交 换 之 1 和 2 时 ,上 述 关 系 仍然 成 立 , 故 有 


因此 ,我 们 得 到 


2 2 
之 ] 十 za 二， 
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这 就 证 明了 C 是 一 圆 . 

Hurwitz 的 证 明 利 用 了 Fourier 级 数 的 理论 ,我 们 将 先 证 明 
Wirtinger 的 引 理 . 

引 理 设 Fi) 是 周期 为 2r 的 连续 的 周期 函数 , 且 具 有 连续 
的 导数 六 (2). 者 


[7 (dt = 0， 


则 
2 2 
| f' 02)2dz >| fC)2dz. (10) 
0 0 
此 外 ,等 号 成 并 必须 且 只 需 
f(t) = acost t+ bsint. (11) 


证 明 为 证 明 这 一 引 理 ,我 们 将 f/() 展 开 成 Fourier 级 数 : 
f0) 玉 0 十 2 (a, cos nt 十 b, sin nt). 


因为 户 (i) 是 连续 的 , 它 的 Fourier 级 数 可 以 由 上 式 乏 项 微分 得 
到 | 


f° (t) S 3 (nb, COs nt 一 na, sin nt). 
因为 
| 7 (1)dt = ra,, 
由 假设 的 条 件 得 到 ao 二 0. 由 Parsevel 公式 ,我 们 得 到 
[twa = 3 (a + 2), 

[rr GD)]d = yz(az + bY). 
因此 本 

[EP Wa — | Lf pdt 
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= 2 一 1)(ez + 62). 


二 它 等 于 零 ， 必须 a, 二 5b, 二 0 对 全 体 x>1 成 
并 , 所以， 
三 (一 ai costtbh sint. 
这 就 证 明了 引 理 . 
L=27x,H 


2 
| Xi(s)ds = 0. 
0 


一 假设 意味 着 曲线 的 重心 在 zi 轴 上 ,这 总 可 以 通过 选取 适当 的 
坐标 系 得 到 . 曲线 的 长 度 和 曲线 所 围 的 面积 可 以 分 别 表示 为 积分 
2x 2 
27 一 | (x! 十 xz» )ds 和 A= | Xix,ds. 

0 0 
从 这 两 个 方程 得 到 
2 2 
2(r 一 A) = | (z， 一 zz)ds 十 | (zi 一 x»)?ds. 
由 引 理 ,第 一 个 积分 是 之 0 的 ,第 二 个 积分 显然 是 宇 0 的 . 因此 
AZX, 
这 就 是 等 周 不 等 式 , 等 号 成 立 必 须 
| Ti == a coss+ bsins, 1 一 Xj. 

于 是 得 到 

Z1 = a coss + bsin s, 

X= asins— bcoss+e, 
即 C 为 一 圆周 . 

l. EE. Schmidt, “Beweis der isoperimetrischen Figenschaft 
der Kugel im hyperbolischen und sphirischen Raum jeder 
Dimensionenzahl”, Math. Zeit., 49(1943), 1~109. 
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4. 空间 曲线 的 全 曲率 z 
一 条 长 为 工 的 空间 闭 曲 线 的 全 曲率 定义 为 积分 
p= | eold (12) 


其 中 &(s) 是 曲线 的 曲率 . 对 空间 曲线 ,我们 仅 定 义 了 1k(s)1. 

假设 C 是 定向 的 . 以 空间 的 原点 O 为 起 点 作 平行 于 C 的 切 矢 
量 的 单位 矢量 .它们 的 端点 描 出 单位 球面 上 的 一 条 财 曲 线 厂 , 称 为 
C 的 切线 像 ,C 上 曲率 为 零 的 点 的 像 是 厂 上 的 奇 点 ( 即 在 这 一 点 没 
有 切线 或 有 高 阶 密 接 的 切线 ). 显然 ,C 的 全 曲率 等 于 的 长 . 

Fenchel 的 定理 是 与 全 曲率 有 关 的 ， 

定理 ”空间 闭 曲线 C 的 全 曲率 之 2x. 等 于 2x 必须 且 只 需 C 
是 一 条 平面 凸 曲线 . 

关于 这 一 定理 的 下 列 证 明 是 由 B. Segre (Bolletino della 
Unione Mathematica Italiana,13(1934)，279~283) 及 由 H. 
Rutishauser 和 H. Samelson (Comptes Rendus Hebdomadaires 
des Séances de ! Académie des Sciences, 227(1948), 755~757) 独 
并 发 现 的 , 也 可 以 看 : W. Fenchel, Bulletin of the American 
Mathematical 9octety，S7(1951)，44 一 54. 其 证 明 依 赖 于 下 面 的 
引 理 : 

5| 理 设 卫 是 单位 球面 上 的 可 求 长 的 闭 曲 线 ,其 长 工 一 2r. 
则 在 球面 上 存在 一 点 m 使 得 愉 上 的 所 有 的 点 z 与 mm 的 球面 距离 
mz 大 L/4. 铬 全 的 长 为 2x, 但 不 是 两 段 大 半圆 弧 的 联 , 则 存在 一 
点 7 使 zzz 二 x/2 对 及 上 所 有 的 二 成 立 ， 

我 们 用 记号 a6 表示 球面 上 的 两 点 a 和 “之 间 的 球面 距离 . 
若 ab <r, 则 由 条 件 


sam 一 bm 一 方 06 


类 定 的 点 m 就 是 它们 的 中 点 . 设 z 是 满足 条 件 xz 志 x/2 的 一 个 
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点 , 则 
2 MT 去 az 十 pz. 
事实 上 , 设 x 是 xz 的 关于 mm 的 对 称 点 , 则 
Za = 7b, 
zi 一 二 Me mr = 2mez. 
利用 三 角形 不 等 式 就 得 到 
2 7 工 一 zz 和 妥 za 十 一 0 十 pr， (13) 
这 就 证 明了 上 述 不 等 式 . 
现在 来 证 明 引 理 ”为 证 明 引 理 的 第 一 部 分 ,我 们 取 厂 上 的 两 
上 扩 a 和 6, 它们 把 曲线 分 成 相等 的 两 段 弧 .于 是 ab 二 x; 和 且 用 mm 表 
示 它 们 的 中 点 . 设 z 是 卫 上 一 点 ,使 2 mz 二 x. 这 样 的 点 是 存在 
的 ,例如 点 a. 于 是 ， 
az 芝 ax， 开 挟 斤 ， 
其 中 az 和 bz 分 别 表示 沿 醋 的 弧 长 . 由 方程 (13) 则 得 到 
27NZ< 们 十 绊 = 公 一 =. 


因此 ,作为 三 上 的 函数 ， 

f(r)= mr, xr ET,, 
它 或 者 之 x/2, 或 者 委 L/4 二 x/2. 因为 入 是 连通 的 ,而 f(x) 是 
有 上 的 连续 函数 , 故 函 数 f(x) 的 像 在 人 区间 (0,x) 内 是 连通 的 . 所 
以 , 必 有 


f(r) = mz 过 <. 


其 次 考虑 本 的 长 是 2x 的 情况 , 车 本 包含 一 对 对 色 点 , 则 其 长 

为 2x 必须 它 是 两 个 大 半圆 弧 的 联 , 故 丰 必定 不 包含 一 对 对 径 点 . 
假设 有 一 对 点 a 和 4, 它们 平分 厂 , 且 和 使 
at + br 


对 全 体 zE 也 成立 ,又 设 和 表示 ab 的 中 点 . 如 果 
f(z) = mz < Fr, 
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则 由 方程 (13)， 
2 mz ari+br. 
这 就 意味 着 f(x) 不 能 取 值 /2. 因为 它 的 像 是 连通 的 ,以 及 f (a) 
二 x/2, 因 而 ， 
f(r) a/2, rET,. 

于 是 就 在 这 一 情况 下 证 明了 引 理 . 

剩 下 来 要 考虑 的 情况 是 ,了 不 包含 任何 一 对 对 径 点 ,但 对 平分 
及 的 任 一 对 点 a 和 5, 均 有 一 点 zxET, 使 

Zr 十 pz 一 x 

成 立 . 读者 利用 初等 几何 的 结果 就 可 以 证 明 这 是 不 可 能 的 . 于 是 ， 
引 理 证 毕 . 

定理 的 证 明 为 证 明 Fenchel 的 定理 ,我 们 取 定 一 个 天 量 4， 
且 命 

g(s) = A. X(s), 
式 中 右 端 表示 矢量 A 和 X(s) 的 数量 积 . 函数 g(s) 在 C 上 是 连续 
的 , 故 必 有 极 大 值 和 极 小 值 . 因为 g'(s) 存 在 ,所 以 , 藻 在 so 取 极 值 
则 必 有 
g'(s0) = A. X'(so) = 0. 

这 就 是 说 ,作为 在 球面 上 的 一 点 A, 曲线 的 切线 像 上 至 少 有 两 点 与 
它 的 距离 为 x/2. 因为 4A 是 任意 的 , 故 切线 像 与 任意 的 大 圆 都 相 
交 , 由 引 理 , 它 的 长 之 2x. 

下 面 假设 曲线 的 切线 像 的 长 为 2x. 由 引 理 , 它 必 为 两 个 大 半 
圆 弧 的 联 .于 是 ,曲线 C 就 是 两 段 平面 弧 的 联 . 因 为 C 的 切线 处 处 
存在 , 它 必 为 一 平面 曲线 . 假设 给 C 以 定 辣 使 得 它 的 回转 指数 


工作 
| As)ds ~> 0， 
则 有 
二 L 
< 本 一 9 
0 | klds = 2x | aa 
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故 其 旋转 指数 必 为 0 或 1. 对 在 平面 内 给 定 的 矢量 , 必 有 与 它 平 行 
的 C 的 切 和 拓 量 i, 使 C 在 1 的 左 侧 , 则 zz 与 这 个 矢量 同 问 ,日 在 它 与 
曲线 相 切 的 点 有 & 之 0. 这 就 意味 着 


| kds 之 2X. 
k>0 


又 因为 | lds 一 2", 故 没有 使 <0 的 点 , 且 
| kds = 27. 


由 第 一 节 的 附注 ,C 是 是 的. 
作为 推论 我 们 有 下 列 定理 . 
推论 ”和 者 空 间 闭 曲线 C 的 |k(s)| 志 1/R, 则 C 的 长 
L 之 27R. 
这 是 因为 
L 一 [a >: [Rls |ds = R[ lelas 之 27R. 


Fenehel 定理 对 分 段 光滑 的 闭 曲 线 也 成 立 . 这 类 曲线 的 全 曲 
率 定义 为 


L 
p= | lelds+ 2 (14) 


其 中 a; 是 在 顶点 的 角 . 换 句 话说 ,在 这 种 情况 ,其 切线 像 是 由 几 段 
弧 组 成 的 ,每 一 段 统 对 应 于 C 的 一 段 光 滑 弧 ;将 相 邻 的 顶点 用 单 
位 球面 上 的 最 短 的 大 圆 弧 连 接 起 来 ,如 此 得 到 的 曲线 的 长 就 是 C 
的 全 曲率 . 能 够 证 明 ,对 逐 段 光滑 的 曲线 wx 之 2r 也 成 立 . 

我 们 希望 给 出 Fenchel 定理 的 另 一 个 证 明 以 及 与 之 相关 的 关 
于 纽 结 的 全 曲率 的 Fary-Milnor 定理 ,请 参看 Fary (Bulletin de la 
SOciété Mathematique de France, 77 (1949)，128 ~ 138) 和 ]. 
Milnor (Annals of Mathematics, 52 (1950)，248 一 257) 的 文章 ， 
其 证 明 的 基础 是 关于 在 单位 球面 上 与 一 段 弧 相 交 的 大 圆 的 测度 的 
Crofton 定理 . 每 一 个 定向 大 圆 决定 唯一 的 “ 极 ”, 即 这 个 圆 所 在 平 
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面 的 单位 法 矢量 的 端点 . 在 单位 球面 上 的 大 圆 的 集合 的 测度 指 的 
就 是 它们 的 极 所 构成 的 区 域 的 面积 . Crofton 定理 说 明 如 下 : 

定理 设 丰 是 单位 球面 5 上 的 一 段 光 滑 弧 , 则 与 T 厂 相 交 的 
定向 大 圆 的 测度 (每 个 定向 大 圆 计 算 的 次 数 等 于 它 与 也 的 交点 的 
个 数 ) 等 于 械 的 长 度 的 4 售 . 

证 明 设 械 表示 为 单位 矢量 作为 它 的 红 长 * 的 苯 数 e1(s), 局 
部 地 ( 即 在 s 的 某 个 邻 域 ) , 设 esC(s) 和 es(Cs) 是 光滑 地 依赖 于 s 的 单 
位 矢量 ,其 数量 积 


人; * ej; = 0,;, 1 志 1,7 二 3， (15) 

日 

det(elyeyyea3 ) 二 十 ] ， C16) 
则 有 

de 

下 = azes 十 Ca3E3， 

一 一 0zel 十 ale3， (17) 

de; 

ds -一 -一 人 3C1 一 dl». 


在 上 列 方程 组 中 系数 矩阵 的 反对 称 性 可 以 由 方程 (15) 的 微分 得 
到 . 因为 ;是 醋 的 弧 长 ,; 则 有 
z az 十 a; 二 1， (18) 
故 可 合 
Qs 一 COST(S), ai 一 sin Tt(s). 《19) 
在 一 个 定 癌 大 圆 与 了 相交 于 点 ei(s), 它 的 极 就 是 
Y = cos ye,(s) + sin be;(s), 
反之 亦 然 .于 是 ,(s,0) 可 以 作为 这 些 极 构成 的 区 域内 的 局 部 坐标 ，; 
我 们 希望 找 出 这 个 区 域 的 面积 元 素 的 一 个 表示 式 . 
为 此 ,我 们 计算 
dyY= (一 sinbe + cos 0e,)(d0 + ai ds) 
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一 el(ar COs 0 十 aa sin 0)ds. 
因为 一 sin 0 ez 十 cos 9es 和 e 是 垂直 于 了 的 两 个 单位 天 量 , 所 以 ,Y 
的 面积 元 素 是 
Id4j|== |a, cos 0 + as sin 2ld0ds 
== |cos{(t 一 2)1d0ds， (20) 

其 中 在 左边 的 绝对 值 说 明 计 算 的 面积 指 的 是 测度 而 不 是 有 向 的 . 

设 站 是 以 Y 为 极 的 定 同 大 圆 ,mCY1+) 是 了 + 和 械 的 交点 的 个 
数 , 则 在 定理 中 所 说 的 y 就 是 


A 2 
= Ja da4 = | ds | lcos (rT 一 0)1d0， 
0 0 


其 中 4 是 本 的 长 . 当 8 由 0 到 2x 时 ,对 固定 的 s,|cos(r 一 0)| 的 变 
差 是 4. 我 们 得 到 

HA 一 44， 
这 就 证 明了 Crofton 定理 . 

应 用 这 一 定理 到 每 一 段子 弧 并 相 加 ,我 们 看 到 , 当 芽 是 单位 
球面 上 的 分 段 光滑 的 曲线 时 定理 的 结论 也 成 立 . 事实 上 ,这 个 定理 
对 球面 上 的 任何 可 求 长 曲线 都 成 立 ,但 是 其 证 明 很 长 . 

对 空间 闭 曲 线 , 若 其 切线 像 满足 Crofton 定理 的 条 件 , 则 
Fenchel 定理 是 一 个 很 容易 得 到 的 结果 . 事实 上 ,Fenchel 定理 的 
二 诉 我 们 ,一 条 空间 闭 曲线 的 切线 像 与 每 个 大 圆 相 交 至 少 两 

太 , 即 mn(Y+) 实 2. 这 就 得 到 它 I 


1 二 | id = 六 n(Y1)1dA| > 2n, 


因为 单位 球面 的 全 面积 是 4x. 
Crofton 定理 还 能 导出 下 面 的 Fary 和 Milnor 的 定理 , 它 给 出 
关于 纽 结 的 全 曲率 的 一 个 必要 条 件 . 
定理 一 个 纽 结 的 全 曲率 之 4x. 
因为 “高 度 函 数 ”Y。X(s) 的 极 大 值 或 极 小 值 的 个 数 z(Y-+) 
必 为 偶数 . 假设 空间 闭 曲 线 C 的 全 曲率 二 4x, 则 存在 YE ,使 得 
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n(Y+) 一 2. 现 不 妨 假设 了 就 是 点 (0,0,1), 这 总 可 以 经 过 一 个 旋 
转达 到 . 则 函数 zx;(s) 仅 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 . 相应 的 这 两 
个 点 把 C 分 成 两 部 分 ,在 其 中 的 一 部 分 zs 是 增加 的 ,而 在 另 一 部 
分 rs 是 减少 的 . 在 这 两 个 端点 的 水 平面 之 间 的 每 一 个 水 平面 与 C 
都 相交 于 两 点 . 假使 把 它们 用 线段 连接 起 来 ,所 有 这 些 线段 将 构成 
同 胚 于 一 个 圆 盘 的 曲面 ,这 就 证 明了 CC 不 是 “ 纽 结 ”. 

为 进一步 阅读 ,可 以 看 : 

1. S. S. Chern and R. K. Lashof, “On tne total curvature 
of imimersed manifolds”, I, American Journal of Mathematics, 
79(1957), 302~318, URI, Michigan Mathematical Journal, 
5(1958),5~12. 

2. N. H. Kuiper, “Convex immersions of closed surfaces in 
E’”, Comm. Math. Help, 3$(1961), 85~92. 

关于 积分 几何 ,可 看 本 书 中 中 的 Santalo 的 文章 . 


s$， 空 间 曲 线 的 变形 


大 家 都 知道 ,在 两 条 曲线 之 间 者 存在 一 个 一 一 对 应 ,使 对 应 点 
有 相等 的 弧 长 .曲率 (假设 关 0) 和 搁 率 , 则 它们 仅 差 一 个 空间 的 运 
动 . 自然 地 ,我 们 将 考虑 在 对 应 点 仅 有 相等 的 强 长 和 曲率 的 对 应 . 
我 们 将 这 种 对 应 叫做 空间 曲线 的 变形 . 在 这 方面 最 重要 的 结果 是 
A. Schur 的 定理 , 它 说 明 这 样 的 几何 事实 ; 假使 一 段 弧 被 “伸张 
开 来 ”, 则 它 的 端点 之 间 的 距离 将 变 长 . 以 下 所 说 的 曲率 均 指 绝 对 
值 . 现 将 Schur 定理 叙述 如 下 ， 

定理 设 C 是 曲率 为 &(s) 的 平面 弧 , 它 和 它 的 纺 48B 一 起 构 
成 一 条 上 西 曲 线 . 设 曲 线 C" 与 C 有 相同 的 参数 和 弧 长 , 且 其 曲率 


DD “本 书 ” 是 指 *Stwudies in Global Geometry and Analysis”, 见 322 页 脚注 . 积分 几 
何方 面 的 书 还 可 以 看 L. A. Santalo, Integral Geometry and Geometric Probability, 
London Addison Wisley, 1976. 
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& (5) 忒 k(s). 奉 d" 和 4 分别 表示 连结 C* 及 C 的 端点 的 弦 长 , 则 
4d<d .而且 等 号 成 立 ,必须 且 只 需 C 和 C' 是 全 等 的 . 
证 明 设 荆 和 工分 别 为 C 和 C* 的 切线 像 ,P! 和 P; 是 上 
的 两 点 ,P; 和 P? 是 它们 在 "上 的 对 应 点 . 用 所 Ps 和 Fr P 表示 
它们 的 弧 长 ,而 用 PiP; 和 P* P* 表示 它们 的 球面 距离 . 则 有 
PiP, < BPP,, PrP; <PrP;. 
关于 曲率 的 不 等 式 意味 着 
P'P* < BP,. / (21) 
因为 C 是 凸 的 ,有 在 一 个 大 圆 上 , 若 假定 iP, 过 x, 则 有 
PiP, = BP,. 
现在 假设 Q@ 是 C 上 的 一 点 , 且 过 这 一 点 的 切线 平行 于 这 段 弧 的 
弦 . 用 P 表示 这 一 点 在 上 的 像 .于 是 ,对 上 的 任 一 点 P,BoP 
<x 皆 能 满足 . 若 用 Pi 表示 Po 在 卫 " 上 的 对 应 点 , 则 有 
PP < bP = PP. (22) 


由 此 得 到 
cos Pe P* 守 cos PoP, (23) 
这 是 因为 余弦 函数 在 0 与 «之 间 是 单调 递 厂 的 函数 . 
因为 C 是 凸 的 ,dg 是 C 在 它 的 弦 上 的 投影 ， 
d = [ cos PoP ds. (24) 
Cl > | cos P,P* ds, (25) 


因为 上 式 右边 的 积分 等 于 C* 的 投影 ,也 就 是 连接 端点 的 弦 在 Q 
的 对 应 点 Q' 的 切线 上 的 投影 . 于 是 ,由 (23),(24) 和 (25) 就 得 到 
d* 之 dd 
假设 d=a* , 则 (22),(237 和 (25) 和 皆 为 等 式 ,上 且 连 接 C* 的 端点 
4 和 吾 " 的 艾 必 平行 于 在 和 "的 切线 . 特别 ， 
343 


| 


PP = PoP, 
这 就 说 明 4*Q* 和 B*Q' 是 平面 绝 . 另 一 方面 ,利用 (21) 就 得 到 
P:P*<PP' <BPP= PP, 


或 

P*P* = b>. 
因此 , 弧 A*Q* 和 B*Q* 与 AQ@ 和 BQ 在 对 应 点 有 相同 的 曲率 ,所 
以 它们 是 全 等 的 . 


剩 下 来 要 证 明 的 是 缴 4“Q“ 和 B*Q' 在 同一 平面 上 . 假 大 不 
然 , 则 曲线 在 Q "的 切线 必 为 它们 所 在 平面 的 交 线 . 因 这 条 直线 是 
平行 于 强 4“B* 的 ,唯一 的 可 能 是 它 包 含 4A" 和 B" ;然而 ,由 此 可 
知 C 在 & 的 切线 也 必 包 含 其 病 点 4 和 B. 这 就 得 出 矛盾 . 因此 ， 
C "是 平面 弧 且 与 C 全 等 . 

Schur 定理 有 许多 应 用 . 例如 , 它 给 出 下 列 极 小 问题 的 一 个 
解 ; 决 定 曲 率 &Gs) 委 1/R 的 最 短 闭 曲线 ,其 中 R 为 一 常数 ,其 答案 
为 一 圆周 . 

附注 曲率 &G) 委 1/RCR 为 常数 ) 的 最 短 闭 曲线 是 一 半径 为 
R 的 圆周 . 

由 Fenchel 定理 的 推论 ,这样 一 条 曲线 的 长 为 2xR. 将 它 与 一 
半径 为 R 的 圆周 比较 ,由 Schur 定理 (4* = 二 4 二 0) 就 可 以 推断 它 必 
为 圆周 . 

作为 Schur 定理 的 第 二 个 应 用 ,我 们 将 导出 Schwarz 定理 . 它 
是 与 连接 给 定 的 两 点 、 以 给 定 的 常数 为 曲率 的 上 界 的 弧 的 长 度 有 
关 的 . 现 叙 述 Schwarz 定理 如 下 ; 

定理 设 C 是 连接 给 定点 4 和 B 的 弧 , 其 曲率 &(s) 达 1/R， 


且 R> 广 4d, 其 中 d= 二 AB. 设 5 为 通过 4 和 B 的 .半径 为 R 的 加 
周 . 则 C 的 长 度 必 <S 上 的 劣 弧 4B, 或 学 S 上 的 优 弧 4B. 
证 明 注意 ,定理 中 假设 R 之 六 d 对 圆周 S 的 存在 是 必要 的 


为 证 明 这 一 定理 ,我 们 不 妨 假设 C 的 长 L 二 2xR ,否则 就 不 需要 证 
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明了 .于 是 ,我 们 将 C 与 在 S$ 上 具有 相同 长 度 的 弧 作 比 较 , 并 设 此 
弧 的 避 长 为 QA'. 因此 ,Schur 定理 的 条 件 满 足 , 这 就 得 到 已 和 ad 
是 A 和 B 之 间 的 距离 . 所 以 ,L 宇 S$ 上 的 对 应 于 弦 4B 的 优 弧 的 
长 ,或 过 对 应 于 弦 4B 的 劣 弧 的 长 . 

特别 ,我 们 考虑 连接 4 和 B 而 曲率 为 1/R(R 之 4/2) 的 弧 . 这 
样 的 弧 的 长 度 没有 上 界 , 例 如 圆 螺旋 线 .它们 以 4 为 下 办 ,但 可 以 
尽 可 能 地 接近 4d. 所 以 这 和 是 一 个 没有 解 的 极 小 问题 的 例子 . 

最 后 ,我们 附带 说 明 Schur 定理 能 推广 到 分 段 光 滑 的 曲线 , 现 
不 加 证 明 把 这 个 推广 说 明 如 下 . 

附注 设 C 和 C’* 是 具有 相同 长 度 的 两 条 分 段 光滑 的 曲线 ， 
且 C 与 它 的 弦 构 成 一 条 简单 的 平面 凸 曲线 . 取 以 一 个 端点 为 起 点 
的 踊 长 作为 参数 , 设 &(G) 是 C 在 正常 点 的 曲率 ,a(s) 是 在 顶点 的 切 
向 之 间 的 角 ; 在 C* 上 相应 的 量 用 相同 的 符号 加 上 星 号 表示 .4 和 
4 “分别 表示 C 和 C"* 的 端点 之 间 的 距离 .于 是 ,车 

R (5) tk(s) 


和 
4 (5) 委 4(05)， 
则 有 
d 之 d. 
并 且 等 号 成 立 必须 且 只 需 
R (35) = k(s) 
和 


a (ss) = als). 
最 后 的 条 件 并 不 意味 着 C 和 C* 是 全 等 的 .事实 上 ,在 空间 中 
存在 不 全 等 的 多 边 形 ,而且 有 相等 的 边 和 和 角 . 


6. Gauss-Bonnet 公式 


我 们 考虑 曲面 M 上 的 内 区 Riemann 几何 . 为 简化 计算 且 不 
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失 一般 性 ,假设 在 曲面 上 取 等 温 参数 x 和 v: 


ds’ = e* "(du’ 十 do2) ， (26) 
则 面积 元 素 为 
dA 一 edxdv， 《27 ) 
区 域 DD 的 面积 为 积分 
2 
A J e?dudv, (28) 
曲面 的 Gauss 曲率 是 
K 一 一 e “(M+ A,). (29) 
大 家 已 经 知道 由 Riemann 度量 定义 的 Levi-Civita 平行 性 . 为 
解析 地 表示 出 来 ,我 们 记 
ul =u, uu:=v, (30) 
和 
ds = gidu'idu. (31) 


在 上 式 及 以 下 的 讨论 中 ,小 写 拉丁 字母 在 1 到 2 的 范围 内 变化 ,并 
且 求 和 符号 表示 对 所 有 的 重复 指标 求 和 . 由 g;j 通 过 方程 
> 一 0; (32) 
引进 g ,以 及 由 
Tn, 一 De” Tm 

得 到 Christoffel 符号 . 对 一 个 以 & 为 分 量 的 矢量 ,其 Levi-Civita 
平行 性 决定 于 它 的 “ 协 变 微分 ”为 零 , 即 

: 了 D& = dé + DS Tidu'é;i= 0. (34) 

所 有 这 些 方程 都 是 在 经 典 Riemann 几何 中 熟知 的 ,它们 由 初 
步 的 张 量 分 析 就 可 以 得 到 . 以 下 是 新 的 概念 . 假设 曲面 是 定向 的 . 
考虑 M 的 全 体 单 位 切 矢量 所 构成 的 空间 B. 这 个 空间 B 是 三 维 
的 ,因为 具有 相同 起 点 的 全 体 单位 矢量 构成 一 维 空间 . (空间 B 叫 
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(33) 


做 一 个 纤维 空间 ,也 就 是 说 在 一 个 邻 域 中 ,每 一 点 上 所 有 的 单位 切 
矢量 构成 的 空间 ,在 拓扑 上 是 一 个 乘积 空间 . ) 对 一 个 单位 切 和 拓 量 
€ = (€',6°), 

命 
7 一 (7 ,7) 
是 垂直 于 的 一 个 单位 切 失 量 , 且 & 和 ”构成 一 个 正 的 定向 . 显 
然 ,7 是 由 准 一 决定 的 . 现 引 进 线性 微分 形式 
9 = p> gujDEY, (35) 
则 g 在 B 上 定义 ,通常 称 它 为 联络 形式 . 
因为 《是 单位 矢量 ,我 们 能 将 它 的 分 量 写成 如 下 的 形式 ， 


éli=e cosO0, £2=e 'sind. (36) 
于 是 
=e sin0, 7 =ecosth. (37) 
经 过 计算 得 到 
Ta = T=— T= A,, 
(38) 
Dy = To 一 一 = 4,. 
由 此 得 到 重要 的 关系 式 
9 = dO — A,du + A,dv, (39) 
求 外 微分 得 到 
d492 一 一 天 d4. (40) 


方程 (40) 或 许 是 二 维 局 部 Riemann 几何 中 最 重要 的 公式 . 

联络 形式 pg 是 B 上 的 一 个 微分 形式 . 如 果 在 M 的 一 个 子 集 上 
定义 一 个 单位 切 矢 量 场 , 则 可 利用 g 得 到 此 子 集 上 的 一 个 微分 形 
式 . 例如 , 设 C 是 M 上 一 条 光滑 曲线 ， 其 弧 长 为 556(s) 是 沿 C 定义 
的 一 个 光滑 单位 切 矢 量 场 , 则 

2 一 ads ， 
o 称 为 4 沿 C 的 变 差 . 如 果 o 一 0, 矢量 场 《 叫做 沿 C 平行 的 . 若 
与 C 处 处 相 切 , 则 c 称 为 C 的 测 地 曲率 . 如 果 沿 C 的 单位 切 矢量 
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是 平行 的 , 即 其 测 地 曲率 为 零 , 则 C 是 M 上 的 一 条 测 地 线 . 
考虑 M 的 一 个 区 域 万 ,在 刀 上 定义 了 一 个 单位 切 天 量 场 , 它 
有 一 个 孤立 奇 操 Po,Po 是 D 的 一 个 内 点 . 设 re 是 以 Po 为 中 心 , 半 
径 为 e 的 测 地 圆 . 则 由 方程 (39) ,极限 
1 lim ,9 (41) 


ON ee0 


是 一 个 整数 , 称 为 矢量 场 在 P。 的 指数 : 

图 18 给 出 一 些 具有 和 孤立 奇 点 的 矢量 场 的 例子 .它们 分 别 是 : 
(a) 源 点 或 极 大 ,(b) 渊 点 或 极 小 ,(c) 中 心 点 ,(d) 简单 鞍点 ，(e) 
猴 远 点 ,(f) 双 极 点 .它们 的 指数 分 别 是 1,1,1, 一 1, 一 2 和 2. 


※ 闪 ※ 
@ 个 


尖 < 


< 


所 谓 Gauss-Bonnet 公式 就 是 下 面 的 定理 . 
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定理 设 D 是 MM 的 一 个 紧 致 的 定向 区 域 ,其 边界 是 分 段 光 
滑 的 曲线 C. 则 
| kds 十 中 Kaa4 + Dr — a) = 2rX， (42) 


其 中 心 是 C 的 测 地 曲率 ,x 一 a; 是 在 顶点 的 外 角 ,X 是 DD 的 Euler 
示 性 数 . 

证 明 首先 考虑 D 属于 一 个 坐标 域 (4,v) 的 情形 , 且 其 边界 
C 为 一 n 边 的 简单 多 边 形 , 设 其 边 为 C;, 顶 角 为 a;,1 志 i 志 n. 假设 
D 是 正定 同 的 . 对 弧 Ci; 的 每 一 点 都 有 C; 的 一 个 单位 切 矢量 . 这 
作 ,在 每 一 个 顶点 就 有 两 个 切 矢量 ,其 夹 角 为 x 一 a. 由 切线 回转 定 
理 ( 见 1. 小 节 ), 在 绕 C 一 周 时 0 的 全 恋 差 为 


2T 一 >》 (x 和 Q;) ? 
这 就 得 到 
| keds 一 2 (7 一 ai) 十 | 一 人 dx 十 A,dv, 


由 Stokes 定理 ,上 式 右 端的 积分 等 于 一 | KdA. 于 是 ,公式 (42) 在 


这 一 特殊 情况 下 得 到 证 明 . 

对 一 般 情况 , 设 DD 被 重 分 为 一 些 多 边 形 D,(4=1,…, 放 ) 的 联 ， 
使 得 : (1) 每 一 个 D; 属于 一 个 坐标 域 ;(2) 两 个 D 或 没有 公共 点 ， 
或 有 一 个 公共 的 顶点 ,或 有 一 个 公共 的 边 . 此 外 , 设 D: 有 由 D 诱导 
的 定向 ,所 以 每 一 条 内 边 在 不 同 的 多 边 形 中 有 相反 的 方向 . 设 w 和 
。 分 别 为 DD 的 在 这 个 重 分 中 的 内 顶点 和 内 边 的 数目 , 即 不 在 C 上 
的 顶点 数 和 边 数 . 则 公式 (42) 能 应 用 于 每 一 个 DD. 将 所 有 的 这 些 
关系 式 相 加 ,因为 沿 每 一 条 内 边 的 测 地 曲率 的 积分 抵消 , 则 得 到 


| kzds 十 由 ka 
一 2r1 一 2 一 ai) 一 >)(x 一 ao)， 
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其 中 a; 是 在 定向 区 域 DD 的 顶点 的 角 ,而 在 等 式 右 边 的 第 一 个 和 式 
是 在 这 个 重 分 的 全 体内 顶点 上 展开 的 . 因为 每 一 条 内 边 恰 是 两 个 
D; 的 边 , 以 及 关于 一 个 顶点 的 内 角 和 十 2r, 于 是 ,这 个 内 角 和 等 
于 一 2re 十 2rv. 整数 


YXY(D) 一 了 一 e 十 了 (43) 
称 为 DD 的 Euler 示 性 数 , 代 入 上 式 就 得 到 (42). 由 之 还 得 出 整数 x 
不 依赖 DD 的 重 分 . / 
特别 ,车 C 没有 顶点 , 则 有 
| heds + ||Kaa = 2xxX. (44) 


此 外 ,车 DD 就 是 曲面 M, 则 得 到 
|| Ka4 一 2XX. (45 ) 


由 此 可 知 , 若 天 一 0, 则 MM 的 示 性 数 为 零 , 且 M 同 胚 于 环 面 . 
若 开 盖 0, 则 X%>>0, 且 AM 同 胚 于 球面 . 

在 曲面 上 的 矢量 场 的 研究 中 ,Euler 示 性 数 有 着 重要 的 地 位 . 

附注 “在 定向 闭 曲面 M 上 ,具有 有 限 个 奇 点 的 矢量 场 的 指数 
和 等 于 M 的 示 性 数 XCM). 

证 明 设 p:(1 志 i 志 n) 是 这 个 矢量 场 的 奇 点 ,ri(e) 是 以 pi 为 
中 心 、e 为 半 色 的 测 地 图 ,A(e;) 是 x;(e) 所 围 的 圆 盘 . 在 区 域 M 一 
U A;(e) 上 积分 Kd4 ,并 利用 方程 (40) 就 得 到 


KdA = 5)| 9， 
网 Uaee i re) 

其 中 x,(e) 是 定向 的 ,使 它 是 Ai(e) 的 边界 . 命 e>0 就 得 到 定理 . 

我 们 给 出 Gauss-Bonnet 公式 的 两 个 进一步 的 应 用 . 第 一 个 是 
Jacobi 定理 . 设 xz(s) 是 空间 闭 曲 线 的 定位 矢量 ,s 是 它 的 弧 长 . 
T(s), N(s) 和 B(s) 分 别 是 单位 切 和 拓 量 、 单 位 主 法 矢量 和 单位 次 法 
矢量 . 特别 ,以 NGs) 为 定位 矢量 得 到 的 在 单位 球面 上 的 曲线 就 是 
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主 法 线 像 . 它 的 切线 处 处 存在 ,如 果 在 每 一 点 的 
& 二 w 关 0， (46) 
其 中 ( 关 0) 和 ww 分 别 为 曲线 x(s) 的 曲率 和 抄 率 . 下面 就 是 Jacobi 
定理 . 
定理 ”在 一 条 空间 闭 曲 线 的 主 法 线 像 的 切线 处 处 存在 , 则 它 
将 单位 球面 分 为 面积 相等 的 两 部 分 . 
证 明 为 证 明 这 个 定理 ,我 们 由 下 列 方程 决定 r: 
k= Mk tw cosr, w = Mk’? 十 w’ sin z， (47) 
则 有 
d(— Teosr + BsinT7) 
~ (Tsint + Bcosr)dr — Vk’: + ww Nds. 
因此 ,车 s 是 N(s) 的 弧 长 ,和 是 NG) 在 单位 球面 上 的 测 地 曲 
率 . 设 D 是 以 N(s) 为 边界 的 区 域 之 一 -， 因为 KK 二 1, 由 Gauss- 
Bonnet 公式 得 到 


| dr 十 llaa 一 2X， 
这 就 得 到 A 二 27. 定理 证 毕 . 

第 二 个 应 用 是 关于 凸 曲面 的 Hadamard 定理 . 

定理 奉 在 欧 氏 空间 中 的 一 个 定向 闭 曲面 的 Gauss 曲率 恒 
为 正 数 , 则 它 必 为 凸 曲面 ( 即 它 在 其 每 一 个 切 平面 的 一 边 ). 

在 1. 小节 中 我 们 曾 对 曲线 讨论 过 类 似 的 定理 . 对 曲面 ,不 必 
假设 它 是 不 自 交 的 . 

证 明 由 Gauss-Bonnet 定理 得 到 曲面 M 的 Euler 示 性 数 是 
正 数 ,所 以 
/ XM) = 2,， 
且 


中 Kaa 一 4X, 
M 
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假设 M 是 定向 的 .我 们 考虑 Gauss 上 映射 
g: M— 5, (48) 
(其 中 3, 是 以 O 为 中 心 的 单位 球面 ) , 它 把 M 的 每 一 点 p, 对 应 于 
以 O 为 起 点 的 平行 于 M 在 书 点 的 单位 法 矢量 的 终点 .条 件 天 盖 0 
保证 了 g 在 每 一 点 都 有 非 零 的 函数 行列 式 , 因 而 在 局 部 上 是 一 对 
一 的 .由 此 得 到 gCM) 是 的 开 子 集 . 因为 M 是 紧 致 的 ,g(CAM) 是 
zo 的 紧 致 子 集 . 因 此 gC(M) 也 是 闭 的 . 所 以 ,g 是 在 上 的 映射 . 
假设 g 不 是 一 对 一 的 , 即 存在 M 上 的 不 同 的 两 点 p 和 9g, 使 
g(p) 二 gl(g)， 则 有 9 的 一 个 令 域 0, 使 得 g (M 一 U)== .因为 


| KdA 是 gCM 一 U) 的 面积 , 故 


M—U 
KdA 之 47. 
M-—U 
”但 是 [gaa > 0, 
UU 
所 以 | Kaa — | Kaa 十 | Kaa > 47， 
M uy M—U 


这 就 得 到 矛盾 . Hadamard 定理 证 毕 . 

Hadamard 定理 在 天 之 0 这 一 较 弱 条 件 下 也 成 立 ,但 是 其 证 明 
比较 困难 ;可 以 看 在 4. 小 节 中 提 到 的 Chern-Lashof 的 文章 . 
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manifold”, Annals of Mathematics, 46 (1945), 674~684. 

2. H. Flander, “Development of an extended exterior dif- 
ferential calculus”, Transactions of the American Mathematical 


Society, 75(1953), 311~ 326. 


7. Cohn-Vossen 和 Minkowski 的 唯一 性 定理 


Cohn-Vossen 的 刚 硬 性 定理 可 以 叙述 如 下 . 
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定理 在 两 个 闭 凸 曲面 之 间 的 一 个 等 距 对 应 必 为 一 运动 ,或 
一 运动 加 反射 . 

换 句 话说 ,这 样 的 一 个 等 距 是 平凡 的 . 显然 ,这 个 定理 在 局 部 
是 不 成 并 的 . 以 下 的 证 明 是 G. Herglotz 的 工作 . 

证 明 我 们 首先 将 讨论 关于 欧 氏 空间 中 的 曲面 理论 的 一 些 概 
念 , 设 曲面 $ 表示 为 它 的 定位 矢量 立 作为 参数 和 ow 的 函数 . 并 
假设 有 直到 二 阶 的 连续 的 偏 导 数 , 且 XX, 和 XX, 在 每 一 点 都 是 线性 
无 关 的 ,是 单位 法 矢量 ,使 S 成 为 定向 的 . 命 


I = dX .dX = Edu’ + 2Fdudv + Gdv’, [49) 


I 一 一 d4X .dt = Ldu:+t 2Mdudv 十 Ndv’, 
分 别称 为 曲面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 ,及 和 KK 分 别 表示 平均 曲率 
和 Gauss 曲 举 ， 


只 需 证 明 在 等 距 对 应 下 它们 的 第 二 基本 形式 是 相等 的 . 设 取 
局 部 坐标 使 在 对 应 点 有 相同 的 局 部 坐标 于 是 ,对 这 两 个 曲面 ,已 ， 
F 和 G 都 是 相等 的 ,上 且 有 相同 的 Christoffel 记号 . 设 第 二 个 曲面 
为 S$* ,相应 的 量 用 相同 的 记号 加 上 星 号 表示 . 现 引进 


A 二 上， 4 = 蔷 , 一 六， (50) 
及 D D 
其 中 D=~VEG 一 Fi?, 则 Gauss 曲率 为 
K=Ay—p=Av* — py?, (51) 
即 这 两 个 曲面 有 相同 的 Gauss 曲率 . 平均 曲率 分 别 为 
H 一 2 (GA — 2Fp + Ev), 


(52) 
已 = -GX — 2Fp* + Eyv*). 


进一步 引进 
d=" 2pp* + vA*. (53) 
定理 的 证 明 依 赖 下 面 的 恒等式 ， 
DJE = SK pK) — 2p Xs AX,). (54) 
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a EE me mi Hi ee ， 


首先 注意 ,Codazzi 方程 能 通过 4* ,Ap ,vy* 表示 为 下 列 形式 : 
4。 A 十 Td” | 2Ti,p* 十 站 二 0， 


(55) 
pv Td’ + 2Tip* ~ Th =0 
其 次 ,Gauss 方程 为 
Xs TX, — TX,— DA = 0, 
X — TX, T,X, Dué = 0, (56) 


X — T,X, — T,X,— Drvé = 0. 
将 上 列 方程 分 别 乘 以 X,, 一 XX,,v*, 一 2x* 和 4* ,再 相 加 就 得 到 
(54). 


设 


p =A.e;, 
» 一 让。 人 XX,， (57) 
yz 一 从 。 人 入 v， 

陈 中 的 右 端 古 天 量 的 数量 积 . 故 p (u,v) 就 是 从 原点 到 在 XX (w,v) 

的 切 平面 的 有 问 距 离 . 将 方程 (54) 的 两 边 对 和 作 数量 积 就 得 到 
DJp=—v E24 FF— AG 
二 CV yo ya Oo (FY A y2),. (58) 
设 C 是 S 上 的 一 条 闭 曲 线 , 它 将 S 分 成 两 个 区 域 : D, 和 DD,, 均 以 
C 为 边 客 . 此 外 ,C 作为 Di 和 DD; 的 边界 所 诱导 的 定向 有 相反 的 方 
回 . 对 每 一 个 区 域 应 用 Green 公式 , 先 看 Di: 


||7p44= | 一 E42uF — A*G)dudv 
DD D 


十 | ea 一 4 y2)du 十 (2 y1 一 A ”yo )dv. (59) 


对 D; 也 有 类 似 的 等 式 ,将 它们 相 加 ,并 注意 到 线 积分 抵消 ,这 就 
得 到 


||7paa 一 fc vy E+ 2p4°F — A*G)dudv. 
S S$ 
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由 方程 (52)， 


vaaa 一 一 2 | Hd4. (60) 
特别 , 当 S 和 S* 恒 同时 ,就 得 到 

||2aKpaa 一 一 ?| Ha4. (61) 
将 上 面 的 两 个 方程 相 减 就 得 到 ， 


I 4 一 4 py*—p 


Ip 一 A vy 
为 元 成 定理 的 证 明 ,我 们 需要 下 面 的 初等 的 引 理 . 
引 理 设 
QZ 二 2bry+ey, az 2brytey (63) 
都 是 正定 的 二 次 型 , 且 
ac— b=a'c — 6', (64) 


pdA = 2 ||H'd4 — 2 | Hada. (62) 
Ss 内 


则 
a 一 4 2 一 0 
一 co—e 
月 等 号 成 立 必 须 这 两 个 二 次 型 都 是 恒 等 的 . 

证 明 不妨 设 多 = 和 ,因为 这 总 可 以 经 过 对 变量 的 适当 的 线性 
变换 达到 ,而 引 理 的 条 件 在 变量 的 线性 变换 下 是 不 变 的 . 这 样 , 方 
程 (65) 的 左 端 就 变 为 


(ca' — a)(c'— 6c)=— (a! 一 a)’, 


这 就 证 明了 不 等 式 (65). 此 外 ,等 式 成 立 仅 当 w 一 < 和 c' 一 c. 
现在 选取 原点 使 它 在 $ 的 里 面 , 故 之 0. 则 方程 (62) 的 左边 
的 积分 是 非 正 的 ,因此 得 到 


中 三 "aa4 < | aaa. 
而 二 


因为 S 和 S'* 之 间 的 关系 是 对 称 的 , 故 又 有 


委 0， (65) 
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| aaa4 < |[araa. 
因此 S S 


中 aaa4 — |[araa. 
这 就 得 到 方程 (62) 的 左 端 的 积分 为 堆 . 于 是 ， 
人” 一 4， Ap 一 Hp，J) 一 2 

这 吏 完 成 了 Cohn-Vossen 定理 的 证 明 . 

由 Hadamard 定理 ,我们 看 到 ,对 天 >0 的 闭 曲 面 ,Gauss 映射 

8: 一 QZo 

征 一 对 一 的 .因此 ,S 上 的 点 能 够 表示 成 为 它 的 法 向 的 孙 数 , 进 
一 步 ,S 上 的 任何 数量 函数 也 都 可 以 表示 为 上 的 函数 . Minkowski 
定理 说 明 ,当天 (6) 为 已 知 时 ,S 唯一 决定 . 

定理 设 5 是 闭 凸 曲面 ,其 Gauss 曲率 玉 >0. 则 函数 K(&) 
决定 S 仪 差 一 个 平移 . 

证 明 我 们 将 以 上 面 的 证 明 作 为 模型 ,利用 积分 公式 给 一 个 
证 明 ( 参 看 S. S. Chern,，American Journal of Mathematics, 79 
(1957)，949~950). 设 w 和 w 是 单位 球面 上 的 等 温 参 数 , 故 有 

和 二 人 二 4A4>0， 

<. §€, = 0. 
通过 映射 g “我 们 也 取 w 和 w 作为 S$ 上 的 参数 . 因为 &, 和 &, 都 垂 
直 填 且 是 线性 无 关 的 , 故 每 一 个 垂直 于 & 的 矢量 都 可 以 表示 为 
它们 的 线性 组 合 . 由 于 


(66) 


从， 一 区 


故 可 将 X, 和 X.。 表示 为 
一 和 一 CC 十 6， 
— X, = bé, + cé,. $07) 
将 这 两 个 方程 与 总 和 所作 内 积 , 则 有 
Aa=L, Ab= M, Ac=N. (68) 
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此 外 ,再 将 (67)? 中 两 个 方程 的 两 边 作 矢量 积 ,得 到 
X, X= (ac— bb) x €,). 


但 是 
X, XX=DEé, é xé,= Aé, (69) 
联系 方程 (68) 就 得 到 
2 
D = Alac — #) 一 人 ， 
于 是 
A= KD, ac—#= 大 (70) 


因为 Adudv 和 Ddudv 分 别 是 5 和 S 的 体积 元 素 , 方 程 (70) 的 第 
一 式 表 示 了 KK 是 这 些 体积 元 素 之 比 这 一 熟知 的 事实 . 
假设 $ 是 具有 相同 的 函数 天 (6) 的 另 一 个 凸 曲面 . 我 们 建立 
S 和 S' 之 间 的 一 个 同 胚 ,使 它们 在 对 应 点 有 相同 的 法 同 , 则 参数 x 
和 w 可 作为 S$ 和 5S* 的 参数 ,上 是 对 应 点 有 相同 的 参数 值 . 对 S' 的 相 
应 的 函数 和 矢量 用 相同 的 记号 加 上 星 号 表示 . 因为 开 王 天“ ,由 方 
程 (70) 得 到 
ac 一 1 =-arc 一 02， D=D"*. 
设 
p=X.€, p=X".é&, (71) 
它们 是 从 原点 到 这 两 个 曲面 的 切 平面 的 距离 . 基本 的 关系 是 恒 等 
式 z 
(XK,X",X,), 一 (有 ,X,), 
= A{2(ac — bp’* 二 (— ac" — a'c + 266° )p) 
a—a” 1 一 0 
bp—b” ce" 外 
这 可 以 由 方程 (67),(69),(70) 和 (71) 立 即 得 到 . 由 这 个 恒等式 ,应 
用 Green 定理 就 得 到 积分 公式 


| {2Cac—b’)(p" —p) 


一 Al2Cae — bb)(p" — pp)+ 


a—a” Cb—b” 
bp—b ce 
不 妨 假设 原点 在 曲面 S 和 5S* 的 内 部 (必要 时 可 以 经 过 平移 达 


十 | » Adudvw 一 0， (72) 


到 ) ,于 是 p 放 0 以 及 p "0. 因为 
a 1 C | 
六 ~ bp* ex* 


都 是 正定 的 矩阵 ,由 前 面 的 关于 代数 的 引 理 得 到 


a—a bob” 
< 0 
六 一 DC 一 5C” 
因此 
| (ac — 6b)(p* — pp)Adudv > 0. (73) 
20 


当 将 S 和 SS ”交换 时 ,相同 的 关系 仍然 成 立 . 因 此 ,方程 (73) 左 端的 
积分 必 恒 等 于 零 . 则 由 方程 (72) 得 到 
| Te 279 pAdudv = 0， 
wp—b” ce’ 
这 只 有 当 a==a* ,6 二 b'* 和 c= 二 c* 才 有 可 能 . 由 此 可 知 
XC 一 X.， XX, 二 X,， 
即 S 和 3S " 仅 差 一 平移 . 
为 进一步 阅读 ,可 以 看 : 


l. S. S. Chern, “Integral formulas for hypersurfaces in 


euclidean space and their applications to uniqueness theorems”, 
Journal of Math. and Mech. , 8(1959), 947~955. 

2. T. Otsuki, “Integral formulas for hypersurfaces in a 
Riemannian manifold and their applications”, TOéhoku Math- 
ematical Jour. , 17(1965), 335 ~ 348. 

3. K. Voss, “Differentialgeometrie geschlossener Flachen 
im euklidischen Raum”, Jahresberichte Deutscher Math. Verein, 
63(1960~1961), 117~136. 
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8. 关于 极 小 曲面 的 Bernstein 定理 


所 谓 极 小 曲面 就 是 在 局 部 上 求解 Plateau 问题 的 曲面 , 即 以 
给 定 空 间 曲 线 为 边界 的 面积 最 小 的 曲面 . 在 解析 上 , 它 可 以 由 平均 
曲率 便 等 于 零 这 一 条 件 决 定 . 假设 曲面 的 方程 为 


z= f(r,y), (74) 
其 中 f(z,y) 是 二 次 连续 可 微 的 .于 是 , 极 小 曲面 就 是 偏 微分 方程 
(1 十 gr 一 2pgs 十 (1 十 pt 二 0 (75) 


的 解 ,其 中 
of of of of of 


一 ar 4 一 5 az ”azay… 二 3 
方程 (75) 称 为 极 小 曲面 方程 , 它 是 非 线 性 的 椭圆 型 的 微分 方程 . 
Bernstein 定理 就 是 下 面 的 “唯一 性 定理 ”. 
定理 若 由 方程 (74) 表 示 的 极 小 曲面 对 x 和 y 的 全 部 的 值 
成 立 , 则 它 必 为 平面 . 换 句 话说 ,方程 (75) 的 在 整个 (x,y) 平 面 上 
有 效 的 唯一 解 是 一 个 线性 函数 . 
证 明 我 们 将 把 这 一 定理 归结 为 下 面 的 Jargens 定理 的 推 
论 . 
定理 设 函 数 zx= xz,y) 是 方程 
坊 一 3 一 1，7 全 0 (77) 
的 解 , 对 全 体 和 y 成立 , 则 f(z,y) 是 关于 zx 和 yy 的 二 次 多 项 式 . 
证 明 对 固定 的 (zo,yo) 和 (xi,yi) 考 虑 也 数 
Ar = f(zot rx CO— zo) ,yo ry — yo)), 


(76) 


则 有 
AP (7) = (zl — xo)p + (yi — yo)g, 
"T= (ri — ro) 2ri — x) Cy — yo)s 
十 (yi 一 yo)“t 宇 0， 
其 中 在 函数 户 ,qg,rys,z 中 的 自 变量 是 zo 十 zx) 一 和 yot rlyi— 
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yo). 从 最 后 的 一 个 不 等 式 得 到 
h'(1) 之 h' (0),， 


或 
(x1 — Xo) (pi1 ~ po) 二 (yi y) (qi 一 9go) 之 0， 
其 中 
居 PTY), ;0,1. 
qi = q (Xis Yi)， 
考虑 Lewy 变换 
上 一 SCzyy) 一 工 十 户 (Zy)， 
= (rx,Y) 一》 十 GZ 3y)， 
今 
” = €(x;, Yi)， 0 ] 
7;: = Tiyyi)， 
由 方程 (78) 得 
(61 一 0 二 (一 %) 守 (X11 X00) 十 (y1 — yo0)’， 
因此 ,映射 
(zy) — (€,7) 
是 使 距离 增加 的 . 
此 外 ,因为 
é€,.=1 二 rr, é€,=;, 
?jz = 3， 7 一 1 十 上 
所 以 


5D -2 二 ri2， 
DCzyy) 


(78) 


(79) 


(80) 


(81) 


(82) 


(83) 


(84) 


(85) 


由 方程 (80) 决 定 的 映射 是 局 部 一 对 一 的 . 由 此 可 知 , 映 射 (83) 是 


(z,y) 平 面 到 (6,7) 平 面 上 的 微分 同 胚 . 


因此 ,我 们 可 以 将 方程 (77) 的 解 jz,y) 看 作为 < 和 7 的 范 


数 , 命 


(86) 


一 《十 17. (87) 
经 计算 即 可 看 出 ,Re,7) 满 足 Cauchy-Riemann 方程 , 故 FF(L) 一 
FE,7) 是 5 的 正则 男 数 . 此 外 ， 


/ps 上 开 一 户 十 215 
(一 了 于 7 二 1: (88) 
从 最 后 的 这 一 关系 式 ,我 们 得 到 
i 2 4 
1— |F'(0)| = 3-rii>0. 


于 是 , 严 ( 纪 在 全 平面 是 有 界 的 .由 Liouville 定理 ， 
F' (5) = econst. 
为 一 方面 ,由 方程 (88) 得 到 
J1—F|° 
1 — |F' |? 
i(F’'— F’) 
1— |F’'|2 
,有 十 本 
. 1] 一 | 下 | 
由 此 可 知 97 ?39 了 都 是 常数 , JOrgens 定理 得 到 证 明 . 
Bernstein 定理 是 Jargens 定理 的 容易 得 到 的 推论 . 事实 上 , 命 
W = (1 二 pp’? 二 + gqg*)!®, (90) 
则 极 小 曲面 的 方程 等 价 于 下 列 方程 中 的 每 一 个 ， 
昌 二 加 ，81 十 如 
oz W Gy WwW 


r 


(89) 


$$ = 


oltg aa 二 如 _ 和 
oz W Oy W | 
于 是 ,存在 一 个 C* 函数 2p(zyy) 使 得 
上 
La 和 wl 十 访 ) ， 
] 
Y zy 一 Ww PY (92) 
l 
yy 一 wl 十 gq”) 
361 


.eh 
Bus EE i aka i a 


这 些 偏 导数 满足 方程 
Pupy— psy=1, pi>0. 

由 J6rgens 定理 ,gw,9wy 和 9» 都 是 和 常数. 因此 ,p 和 4g 是 常数 ， 
f(x,，y) 是 线性 图 数 (Bernstein 定理 的 这 一 证 明 是 由 J. C. C. 
Nitsche 给 出 的 ,可 看 Annals of Mathematics, 66(1957), 543~ 
544). 

关于 极 小 曲面 的 许多 文献 ,可 以 看 下 面 的 综合 报告 : 

l. J. C. C. Nitsche, “On new results in the theory of 


minimal surfaces ”, Baulletin of the American Mathematical 
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附录 二 ”微分 几何 与 理论 物理 
陈 省 身 


我 第 一 次 看 见 周 先 生 , 是 在 1930 年 秋季 ,在 清华 . 那 年 我 从 南 
开 毕 业 , 投 考 清华 研究 院 数学 系 ,考试 科目 中 有 “力学 ”, 周 先生 是 
命题 和 阅卷 人 , 他 一 见 我 就 说 :“ 我 看 过 你 的 考卷 ”. 1937 年 我 们 
在 西南 联 大 同事 ,我 还 旁听 过 他 的 “电磁 学 ”. 

微分 几何 和 理论 物理 都 用 微 积 分 作 工 具 ,一 者 研究 几何 现象 ， 
一 者 钱 究 物理 现象 .后 者 自然 广泛 些 . 但 任何 物理 现象 都 在 空间 发 
生 , 所 以 前 者 又 是 后 者 的 基础 .两 者 都 用 推理 的 方法 ,但 理论 物理 
还 须 有 试验 来 支持 . 几何 不 受 这 个 限制 ,因此 选择 问题 比较 自由 ， 
但 推理 要 有 数学 的 严格 性 . 这 个 自由 度 把 数学 推 到 新 的 领域 . 有数 
学 经 验 和 还 见 的 人 ,能 在 大 海航 行 下 ,达到 重要 的 新 的 领域 . 例如 ， 
上 义 相对 论 所 需要 的 黎 曼 几何 和 规范 场 论 所 需要 的 纤维 空间 内 的 
联络 ,都 在 物理 应 用 前 为 数学 家 所 发 展 . 这 个 “殊途同归 ”的 现象 真 
令 人 有 神秘 之 感 . 

微分 几何 与 理论 物理 的 关系 非 言 可 尽 .本文 只 略 举 几 点 , 间 附 
拙 见 ,请 大 家 指教 , 


1. 动力 学 和 活动 标 架 
在 动力 学 中 要 描写 一 个 固体 的 运动 ,就 把 一 个 标 架 坚 固 的 装 


在 固体 上 ,而 描写 标 架 的 运动 . 在 三 度 空间 的 所 谓 标 架 指 一 点 z， 
及 经 过 z 的 互相 垂直 的 单位 矢量 ej,i 二 1,2,3. 如 工 亦 代表 点 z 的 


由” 本文 原 载 4 理 论 物理 与 力学 论文 集 ), 科 学 出 版 社 ,1982. 文中 的 周 先生 是 指 周 
培 源 教 授 . 
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坐标 天 量 , 则 有 
至 = SpilDe, 
(1) 
= 2 9)e 1 二 1,7 二 3， 


其 中 上 是 时 间 ,而 
qi(t) + qi(t) = 0. (2) 
汞 数 p;(z) ,qij(t) 完 全 描写 了 标 染 及 固体 的 运动 . 

动力 学 和 空间 的 曲线 论 有 密切 关系 ,后 者 甚至 可 看 为 前 者 的 
特例 . 要 把 这 个 方法 应 用 到 曲面 论 ,就 须 考虑 两 参数 族 的 标 架 . 这 
个 计划 为 法 国 大 几何 学 家 G. Darboux(1842 一 1917) 成 功 地 和 精 
米 地 完成 . 他 的 大 车 《Théorie des Surfaces》, 共 四 册 , 是 微分 几何 
的 经 上 典 . 

把 这 个 活动 标 架 法 发 扬 光 大 的 是 Elie Cartan (1869 一 1951) 
(Gauss ，Riemann ，Cartan 公认 为 历史 上 三 个 最 伟大 的 微分 几何 
学 家 ). 现在 ,活动 标 架 法 已 成 为 微分 几何 中 极为 重要 的 办 法 . 试 述 

在 多 参数 标 架 族 时 ,相当 于 方程 式 (1) 的 是 偏 微分 方程 式 , 它 
的 系数 适合 积分 条 件 . 表示 这 些 条 件 的 最 好 方法 ,是 用 外 微分 算 
法 . 把 (1) 和 (2) 两 式 写 为 


dz 一 > wei, 

] < 姑 I， 1 去 3， (3) 
de; = Dy wje;, 

J 

wij; 十 Wi 一 Q， (4) 


其 中 wi,wj 为 参数 空间 的 一 次 微分 式 . 最 广泛 的 情形 的 参数 空间 
尽 全 体 标 染 所 成 的 空间 . 这 个 空间 是 六 维 的 ,因为 定 z 需要 三 个 
坐标 ,而 以 z 为 原点 的 标 架 成 三 参数 族 . 固定 一 个 标 架 ,有 唯一 个 
运动 ,把 它 变 为 另 一 标 架 . 所 以 全 体 标 架 所 成 的 空间 与 运动 群 同 
胚 , 记 为 C. 
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求 (3) 式 的 外 微分 , 则 得 
dw, = > oj A ws 
1 1 委 1 1 ,Rs 二 3， 《5 ) 
| 一 2 we A wj, : 
其 中 “A ”代表 外 积 . 这 是 群 G 的 Maurer-Cartan 方程 式 ,与 G 的 
李 代 数 乘 法 方程 是 对 侦 的 . 可 见 从 动力 学 到 活动 标 架 , 到 李 群 的 基 
本 方程 是 一 串 自 然 的 过程， 
这 个 演变 还 可 继续 推进 . 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 发 表 后 ， 
Cartan 于 1925 年 发 表 一 文 ,文中 发 展 了 广义 仿 射 空间 的 理论 ,及 
它 在 相对 论 的 应 用 . 此 文 的 一 个 结论 是 (5) 式 的 推广 : 


~ 一 > (1 人 i 9 
dew,, — >, CL 人 C0 i 十 £2,; 9 
是 


其 中 (2 是 二 次 微分 式 , 叫 做 曲率 式 ,是 三 维 黎 曼 几何 的 基本 方程 . 

处 理 微分 几何 的 一 般 方法 是 张 量 分 析 . 它 的 基本 观点 是 利用 
局 部 坐标 的 切 天 量 作 标 架 . 现在 看 来 ,这 个 约束 星 多 利 少 .但 是 张 
量 分 析 简 单 明 了 ,在 初等 的 间 题 中 ,其 功用 是 不 可 磨灭 的 . 


1 1,J] 二 3， (6) 


2. 曲面 论 与 弧 立 子 及 o- 模 型 


在 三 维 欧 氏 空间 FE; 内 设 曲 面 S. 于 一 点 xE€5, 命 + 是 它 的 坐 
标 和 天 量 , 并 命 & 表 其 单位 法 矢量 , 则 S 的 不 变量 是 两 个 二 次 微分 
式 : 
1 = (dr,dr)>>0,， 1 = (dx,dé), (7) 
分 别称 谓 第 一 及 第 二 基本 式 , 前 者 并 是 正定 的 . 第 二 基本 式 的 两 个 
特征 值 &,i==1,2, 称 为 S 的 主 曲率 . 它们 的 对 称 函 数 


H= 广 ( 十 外 )， K= hk (8) 
分 别称 为 中 曲率 与 全 曲率 (Gauss 曲率 ). 这 些 曲 率 有 简单 的 几何 
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意义 , 谅 为 熟知 的 事实 . 例如 ,五 =0 的 曲面 是 最 小 曲面 . 

中 曲率 或 全 曲率 是 常数 的 曲面 显然 有 研究 的 价值 . 如 ,yy，,> 

为 E? 的 坐标 ,而 S 有 方程 式 
z = Zz(X,y), (9) 
则 
H=const 或 K = const 

可 表 为 函数 z(x,y) 的 二 阶 非 线 性 的 偏 微 分 方程 . 求 这 样 的 曲面 等 
于 解 相当 的 方程 . 例如 ,最 小 曲面 恕 =0 的 方程 征 

(1 十 zx)z。 一 2zzvzz 二 (1 十 zz)z， 一 0. (10) 
此 方程 是 非 线 性 椭圆 式 的 . 

男 一 重要 的 例子 是 尺 == 负 常数 ,可 假设 为 = 一 1. 在 这 样 的 
曲面 上 壮 近 曲线 是 不 重合 的 实 曲线 . 命 9 为 其 夹 角 , 则 可 在 S$ 上 选 
择 参 数 ,i ,使 

pis 一 Sin 9， (11) 
这 是 有 名 的 Sine-Cordon (SG ) 方 程 . 反之 ,如 有 SG- 方程 的 一 解 ， 
可 作出 一 个 天 = 一 1 的 曲面 . 

由 此 解释 ,曲面 的 变换 论 ,在 偏 微 分 方程 论 中 有 重要 的 应 用 . 
它 的 根据 是 下 面 的 Bicklund 定理 ， 

设 曲 面 $,S 成 对 应 ,使 连接 对 应 点 zES,z" ES 的 直线 为 
两 曲面 的 公 切 线 . 命 > 为 对 应 点 间 的 距离 ,v 为 曲面 在 对 应 点 法 线 
的 来 角 . 如 r= 二 const,v 二 const, 则 S 和 SS” 的 全 曲率 同 是 一 sin vyv/r 
(一 负 常数 ) 

此 定理 使 得 我 们 从 一 常 全 曲率 的 曲面 , 造 出 同一 常 全 曲率 的 
曲面 , 即 从 SG- 方 程 的 一 解 造 出 新 解 . 

如 释 plu,z) 为 直线 ww 上 的 波动 ,z 为 时 间 , 则 SG- 方程 有 孤立 
于 解 , 而 上 述 变 换 可 引 至 新 解 , 增 减 其 孤立 子 个 数 . 这 样 可 得 任意 
个 孤立 子 的 SG- 方 程 的 解 ， 

负 常 全 曲率 曲面 在 高 度 的 一 个 推广 是 E”1( 二 (2n 一 1) 维 欧 
民 空 间 ) 内 的 n 维 常 曲 率 支流 形 . 这 种 支流 形 相当 于 一 偏 微分 方程 
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组 ,可 能 是 SG- 方 程 在 高 度 的 推广 . 滕 楚 莲 和 巴西 女 数学 家 Keti 
Tenenblat 证 明 Backlund 定理 有 高 维 的 推广 二 . 

常 中 曲率 的 曲面 或 最 小 曲面 在 理论 物理 上 有 同样 多 的 应 用 . 
如 三: XY 是 两 个 黎 曼 流 形 闻 的 映射 ,可 以 定义 它 的 能 (Energy) 
E(7). 这 个 函数 (Functional) 的 临界 映射 称 为 调和 映射 . 这 是 调和 
图 数 和 最 小 支流 形 的 推广 . 调和 映射 适合 一 组 椭圆 式 的 二 阶 偏 微 
分 方程 .如果 X 是 紧 致 的 ,调和 映射 是 比较 稀有 的 . 因为 它 的 出 发 
点 是 变 分 原则 ,这 些 映射 就 可 能 在 物理 上 有 用 . 

从 几何 的 观点 讲 , 已 知 流 形 基 ,Y (dim 和 <dim >) ,如 何 把 总 
误 入 或 混和 人 了 成 为 最 小 支流 形 , 是 一 极 有 兴味 的 问题 ,即使 = 
3 为 二 维 球面 ,此 问题 亦 不 简单 . 在 此 假设 下 ,早年 E. Calabi@， 
陈省身 ”和 工 . Barbosa@ 研究 了 Y=S”"(n 维 球面 ) 的 情形 . 1980 年 
物理 学 家 A. M. Din 和 W.J. Zakrzewski@ 确定 了 所 有 的 调和 映射 
1:9 一 PC) (n 维 复 投影 空间 ), 称 为 o- 模 型 .Y 为 其 他 空间 的 情 
形 ,如 SU(n) ,QC) ( 复 二 次 起 曲面 ), 或 G(n,k) (Grassmann 流 
形 ), 其 中 的 最 小 二 维 球面 为 何 , 亦 为 大 家 所 渴 欲 了 解 的 . 此 问题 至 
今 未 全 解决 @ 

对 于 最 小 曲面 数学 分 析 上 有 强 的 “有 理性 (Regularity) ”性 质 ， 


QD 参看 K., Tenenblat and C. 1 Terng, “Bicklund’s theorem for n-dimensional 
submanifolds of R21”, Annals of Math. , 111(1980), 477 ~490., 

加 参看 E. Calabi, “Minimal immersions of surfaces in Euclidean spaces”, .J. of 
Differ. Geom., 1(1967), 111~125. 

加 参看 S. S. Chern, “On the minimal Immersions of the 2-sphere in a space of 
constant curvature”, Problems in Analysis (Princeton University Press, Princeton, 
1970)，27 一 40. 也 可 看 S. S. Chern, Selected Papers,， (Springer Verlag, 1989), 
141~154. 

@ 参看 J. L. M. Barbosa, “On minimal Immersions of .92 into S22», Tygns. 
Amer. Math. Soc., 210(1975), 75~106. 

回 参看 A. M. Din and W. J. Zakrewski, “General classical solutions in the 
CPP model”, Nuclear Physics, B174(1980), 397~406. 

此 问题 已 由 J. Wolfson 解决 . 参看 ]. Wolfson，“Harmonic sequences and 
harmonic maps of surfaces into complex Grassmann manifolds”, J. of Differ. Ceom. , 
27(1988), 161~178. 
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即 在 某 种 边界 条 件 下 ,有 有 理 的 或 光滑 的 最 小 曲面 存在 ,这 个 重要 
的 结果 在 几何 上 有 无 数 应 用 . 在 广义 相对 论 中 R. Schoen 和 匡 成 
桐 人 用 来 证 明 所 谓 “ 正 质量 假 讽 (Positive Mass Conjecture) “. 


3. 规范 场 论 


规范 场 论 的 数学 基础 是 矢量 从 的 观念 . 这 个 演进 在 数学 上 是 
十 分 自然 的 ; 牛顿 的 微 积分 讨论 函数 y= 二 f(z). 我 们 可 推广 目 变 
数 为 m 维 空间 的 坐标 , 因 变 数 为 n 维 空间 的 矢量 , 即 得 mx 个 变数 
的 矢量 值 函 数 . 通常 也 可 把 函数 记 为 映射 f: XY 了 ,其 中 X==R”， 
Y= 二 R". 这 个 映射 可 以 表 为 一 个 “图 (Graph)”F.: XXXY,F(zx) 
二 (zx,f(z)),zEX. 映 射 F 的 右 端 是 两 个 拓扑 空间 的 积 . 命 

i: XXY—AX,， 
使 x(Czy,y) 一 zzEXyyEY, 则 下 合 于 性 质 r。 玉 (z) 一 2 

矢量 从 的 概念 ,在 近代 数学 有 决定 的 重要 性 ,要 点 是 把 来 积 X 
XY 易 为 空间 互 , 它 只 是 局 部 的 乘积 . 易 言 之 ,有 空间 五 及 映射 r: 
尼 -~> 和 ,使 每 点 zEX 有 邻 域 Z7 合 于 条 件 : xr“'(U) 与 UXY 是 拓扑 
相等 的 ， 

局 部 乘积 的 空间 是 否 必然 是 整体 的 乘积 ? 即 上 述 的 玖 是 否 必 
与 XXY 拓扑 相等 ?这 在 数学 上 是 一 个 极为 微妙 的 问题 , 它 的 解答 
引 至 示 性 类 (Characteristic Classes ) 的 观念 . (答案 是 五 不 必 是 工 
XY.) 

设 矢量 从 x; E>X. 映射 下; 和 一 已 合 于 条 件 zx。 不 (z) 一 Z 
筷 X, 称 为 截面 (Section). 截面 的 微分 需要 联络 (Connection). 量 
度 微分 的 非 交 换 性 是 曲率 . 

规范 场 就 是 和 拓 量 从 的 联络 ,物理 学 家 称 为 Gauge Potential， 
曲率 则 称 为 Strength. 微分 凡 何 与 理论 物理 真是 “ 同 气 连 枝 ,同胞 


DD 参看 R. Schoen and S. T. Yau, “On the proof of the positive mass conjecture 
in general relativity”, Comm. Math. Phys. 65(1969), 45~76. 
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共 哺 ”了 . 
据 我 了 解 ,一 切 物理 的 理论 最 终 要 “量子 化 (Quantization )?” 
在 数学 上 我 们 需要 研究 无 穷 维 的 空间 及 分 离 (Discrete) 现 象 . 


4， 结 论 


我 当然 还 需要 提 到 广义 相对 论 与 黎 曼 几何 的 关系 . 没有 相对 
论 , 黎 曼 几何 是 不 易 受 数学 界 的 重视 的 . 

杨振宁 先生 曾 用 一 个 图 来 表示 数学 与 物理 的 关系 20. 另 作 一 
图 ( 见 图 19) 以 结束 此 文 ， 


由 参见 Chen-Ning Yang, “Fibre Bundles and the Physics of the Magnetic 
Monopole”, The Chern Symposium 1979 ， Springer-Verlag , 1980. 
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C-- 微 分 流 形 3 

( 户 ,g) 次 外 形式 ”223 
(p,q9) 次 外 微分 式 231 
r 次 外 微分 式 74 
(r,s) 型 张 量 47 
Berwald 空间 285 
Bianchi 恒等式 108,126,280 
Cartan 引 理 59 
Cartan 张 量 270 
Cauchy 序列 ”314 
Chern 联络 268 
Christoffel 记号 135 
de Rham 定理 98 

de Rham 上 同调 群 98 
Finsler 度量 259 
Finsler 取 数 ”254 
Finsler 流 形 256 
Finsler 球 293 


Finsler 球面 ”293 
Frobenius 定理 36 
Frobenius 条 件 ”36,82 
Gauss 引 理 294 
Gauss-Bonnet 定理 162 
Grassmann 代数 ”57 
Hermite 结构 ”224,242 
Hermite 流 形 246 
Hermite 天 量 从 243 
Hilbert 形式 258 
Hopf 指标 定理 164 
Jacobi 方程 301 
Jacobi 场 ”301 

Kihler 流 形 ”249 
Kahler 形式 226 
Kronecker 志 号 56 
Liebmann 定理 209 
Maurer-Cartan 形式 169 
(局 部 )Minkowski 空间 286 
Poincare 引 理 78 
Poisson 插 号 积 31 
Pontrjagin 类 244 
Ricci 曲率 ”285 

Stokes 公式 94 


375 


|nformatlonI 


QU | 中 DO 吕 
中 品 呈 口 V DO 口 
LIDIDIJn DO 


